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Ueber lineare Differentialgleichungen, deren Inte- 
grale nur einen singulären Punkt im Endlichen be- 
sitzen und im Unendlichen sich regulär verhalten. 


(Von Herrn Paul Günther.) 


| )ie folgenden Untersuchungen, welche begonnen wurden in Folge 
einer Anregung meiner hochverehrten Lehrer und Gönner, der Herren Fuchs 
und Hamburger, bezwecken eine Fortsetzung der im 103. Bande des Journ. für 
Math. veröffentlichten Abhandlung des Herrn Hamburger: „Ueber eine spe- 
cielle Klasse linearer Differentialgleichungen“. Es sei mir gestattet, beiden 
senannten Herren, sowie Herrn Kronecker, durch dessen gütige Vermittelung 
mir das bereits zum Druck eingereichte Manuseript der angeführten Abhand- 
lung zugänglich wurde, für mannigfach ertheilte Rathschläge auch von 
dieser Stelle aus meinen ehrerbietigsten Dank auszusprechen. 

Herr Hamburger behandelt in der genannten Abhandlung die Frage 
nach der Existenz von „Normalintegralen“ (vgl. Thome, Journ. für Math. 
Bd. 95) der Form e’® .x'.B(x) (@ eine ganze rationale Funetion von x” 
für eine von ihm in seiner Abhandlung „Ueber ein Prineip zur Darstellung 
des Verhaltens mehrdeutiger Funetionen u. s. w.“ (Journ. für Math. Bd. 83. 
S. 200 ff.) aufgestellte Klasse linearer Differentialgleichungen, deren allge- 
meine Form 
(E) 29 N Bl) E72 +. +B,(eN).y () 


da" de 

ist, wo DB, ... %, beständig (ausser für 2 = 0) convergente Potenzreihen 
des Arguments ©” bedeuten (vgl. Hamburger, Bd. 103, 5. 252). Ein Funda- 
mentalsystem von Integralen dieser Differentialgleichung wird, unter der 
Voraussetzung, dass die Wurzeln »,,.... r, der zur=x g„ehürigen deter- 
minirenden Fundamentalgleichung 

r(r+1)...(r+n—-1)—r(r+1)...(r+Rn-2)B,(0)-+---+(—1)".B,(0) = 0 
Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 1. 1 
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nicht um ganze Zahlen oder Null von einander verschieden sind, gegeben 


dureh 


(2.) ne aa MEER = "p,(e"), 


wo auch 9. ... g, beständig convergente Potenzreihen von © 


bedeuten. 

Wenn nun die Gleichung (1.) ein Normalintegral obiger Form be- 
sitzt, so muss es mit einem der Elemente des Systems (2.) bis auf einen 
eonstanten Factor identisch sein; hieraus folgt aber sofort, dass die (offenbar 
beständig convergente) Potenzreihe %(x) nur eine ganze rationale Function 
y(r) sein kann, weil sich von x’.B(x) ein Factor x so abtrennen lassen 
muss, dass im übrig bleibenden "Theile nur negative ganze Potenzen von x 
auftreten. Dieser Umstand allein ermöglicht es, die Untersuchung der Frage 
nach der Existenz von Normalintegralen bei den Gleichungen der Ham- 
burgerschen Klasse ohne specielle Convergenzbetrachtungen zu erledigen, 
während dies bei den allgemeinen linearen homogenen Differentialgleichungen 
zur Zeit noch nicht möglich ist. Es verdient nämlich hervorgehoben zu 
werden, dass die in der Abhandlung des Herrn Hamburger und im Folgen- 
den auseinandergesetzten Methoden zur Bestimmung der „determinirenden 
Faetoren“ (Thome, Journ. für Math. Bd. 95, 8. 75; Bd. 96, 8. 201) e’®”> so- 
fort auf allgemeine lineare Differentialgleichungen übertragen werden können; 
aber wir besitzen zur Zeit noch kein Mittel, über die wirkliche Existenz 
soleher Integrale e"'"" ’.(z—a)'.P(z—a) dureh allgemeine Untersuchung 
der Uonvergenz der formell zu entwickelnden Potenzreihe B(r—a) von vorn- 
herein zu entscheiden. | 

Es werde nur der Fall betrachtet, wo die Coefficienten der Diffe- 
ventialgleichung (1.) rationale Funetionen sind. Herr Hamburger bringt als- 


dann diese Gleichung auf die Form 


\ | d’y re EEE nn N 
3. r (m+ 1), x _ r\ ı l )(n a ) { r \. . RE ), x 3 ? — 0, 
BER d.r” Pı\#, "7 PT). Y 
Wo 
De ‚m | im—]1 L_ | 
Pı(X) — 4,2 Ti, TTiscm+) G=1,...n) 


ist; m bedeutet den höchsten möglichen Grad der Funetion 
G (X y =; A 1 "Zu r A,r L .— A m LI 5) a 


Ist nun », eine einfache Wurzel der Gleiehung 


vo" +p, (Ne +--+p,_,(WV)e+p.(0) = 0, 
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.. 
m 


so gehört zu ihr ein Ausdruck @(x”’), welcher erhalten wird. indem man 
von der mit ©, beginnenden Entwickelung der dureh die Gleichung 


| 


f(z, e) =0"+p, (Je + +p,_,(z)e+p,(r y 


definirten algebraischen Funetion in der Umgebung von e=0 die m ersten 
Glieder 


s”=_= Ur ct +9. 
! dG(x"' 
abtrennt und dann a.r "') — | * , also 
dzc 
m. A, =, -m-lV)A,.=t. -:. A=0 


setzt. Es beruht dies darauf. dass, wenn 


1 


(ı {r ‚ { \ y { 1} 
EL ey TC Br 
n 


resetzt wird, alsdann 
Br) = Bla) +2". Vz 
ist und daher die Gleichung (3.) in 


+ Pı+pPi ++ »._B+p. = 2" Bulz 


übergeht; ist dann u, = —m.A, =W(V) eine einfache Wurzel der obigen 
Gleichung, so erhält man, wenn man (4.) (m—1)-mal nach x ditferentiirt und 
dann e=0, %,(0) = ev, setzt, die Coefficienten in B,(r) bis zu demjenigen 


von x2”"' successive eindeutig bestimmt und zwar übereinstimmend mit den 


entsprechenden in x. 

Dieser günstige Umstand fällt fort, wenn «©, eine mehrfache Wurzel 
der obigen Gleichung ist. Denn selbst wenn in diesem Falle aut die eben 
angegebene Weise für die m ersten Coefficienten in B(x) sich endliche 
Werthe ergeben, so reichen doch, wie unten gezeigt werden wird, die 
m—1 Gleichungen, welche man aus (4.) durch Differentiation und Ein- 
setzen von 2=0, %(0O)=r, erhält, nieht aus, um die Coefficienten von 
2, r,... 2” im®B zu bestimmen, sondern es lässt sich aus ihnen stets 
nur eine geringere Anzahl von Coeffiecienten berechnen. Man ist daher 
darauf angewiesen, nachdem man ein Werthsvstem von Üoeificienten, etwa 
A,s Ani: »-: Aus, gefunden hat, welches jenen Gleichungen genügt. 
die Differentialgleicehung durch die Substitution 


v' 


He _ ni 
Y =e6e a G(x 1 = A, T 4.4 ‚ıT 


\ 


zu transformiren und diejenigen determinirenden Faetoren der litterential- 


1 * 
i 
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sleiehung für 7 aufzusuchen, deren wirklicher Grad —< m—r ist. Die trans- 
formirte Differentialgleichung wird aber nach Herrn Hamburger (a. a. O. 
S. 263), wenn 


ee 
P' u Alm+ 1) —G'(x hy d’ e" (x ) r u: 4 > P' 
‚=e"t),e Kar 7 ma ZU Ze) ET CE} 
= 
vesetzt wird, 
N d'n | d’='n 
' n(m+1), | (r—1)(m+1) A nn ! Pe 
(B.): '& Frau; Paar tpn = ld. 


Hier hat man zu bilden die algebraische Gleichung 
ır n | m —l ; ' ' 
fat) =t+pf" + +p-t+m =, 
und zwar können nur solche Entwickelungen von £ in Betracht kommen, 
welche mit =’ beginnen. 
Da, wenn PR, =w gesetzt wird, PR = w”+2"”.G,(x) ist, so kommt 


Dr | BETEN 200 
= a a rege) 


und daher 
z,D = fa, W+Ü)+r".G@(e). 

Hieraus erkennt man, dass in der That ein Zweig der algebraischen 
Funetion £ existirt, in dessen Entwickelung nach Potenzen von z solche 
Potenzen, deren Exponent <r, nicht vorkommen, da die Ableitungen dieses 
Funetionszweiges bis zur (r—1)ten einschliesslich für «= 0 verschwinden; 
um aber diese Ableitungen zu erhalten, ist (m —1)-malige Differentiation 
der Gleichung f(x, d) = 0 nöthig, und man ist daher nicht im Stande, auf 
diese Art und Weise noch weitere Üoefficienten von @(x”') zu bestimmen. 

Man wird also, um auch die den vielfachen Wurzeln der Gleichung 
f(®,e) = entsprechenden determinirenden Factoren behandeln zu können, 
sich nicht darauf beschränken dürfen, nur mit einem einzigen Werthe von 
m zu rechnen, sondern man wird solche determinirenden Faetoren besonders 
in Betracht ziehen müssen, deren wirklicher Grad kleiner als der grösst- 
mögliche (oben mit m bezeichnete) ist. Dies ist unbedingt nothwendig für 
die aus (1.) durch eine Transformation der angegebenen Art hergeleiteten 
Differentialgleiehungen, es empfiehlt sich aber aueh schon für die ursprüng- 
liehe Ditferentialgleichung (1.) selbst, um die Betrachtung der Wurzel v, = 0, 
die ja im Allgemeinen eine vielfache sein wird, zu vermeiden. 

Hat man nun einen determinirenden Factor e’“” ermittelt, so muss 


G(e] 


man die Differentialgleichung (1.) dureb die Substitution y = e’” °’.n trans- 
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formiren und die eventuellen regulären Integrale der Differentialgleichung 
für 7, insbesondere zunächst ihre Exponenten A, aufzustellen suchen. 

Herr Hamburger hat bewiesen (a. a. OÖ. S. 265), dass zu jedem deter- 
minirenden Factor, welcher einer einfachen Wurzel », der Gleichung 
f(0,e)=0 entspricht, der zugehörige Exponent A eindeutig bestimmt ist 
(Bd. 103, 8. 265; Thome, Bd. 76, 5. 299). 

Man kann dieses Ergebniss, wie unten gezeigt werden soll, auch da- 
durch herleiten, dass man eine algebraische Gleichung F(z, ») = 0 herstellt, 
welche in den Gliedern mit =’, «', ... 2" mit f(z,e) = 0 übereinstimmt, 
sodass die m ersten Glieder einer einfachen regulären Entwickelung von ® 
aus F=0 identisch sind mit denen einer entsprechenden Entwickelung aus 
f=0, während der Coeffieient von x” in ersterer Entwickelung direct den 
zugehörigen Exponenten A liefert. Die Benutzung der Gleichung F= 0 
an Stelle von f=0 ist dann weiter auch für die mehrfachen Wurzeln von 
Vortheil, da F=0 zur Berechnung der Coeffieienten in @(z”') eine m-malige 
ifferentiation gestattet, wodurch in manchen Fällen die Anzahl der noth- 
wendigen Transformationen der Gleichung (1.) verringert wird. 

Nach diesen Vorbemerkungen treten wir in die eigentliche Unter- 
suchung ein. 


I. 
Die gegebene Differentialgleichung habe die Form 
PR x d"y ET 
1.)  Po)=——+g,(z) t.+q@)y=V0, 
1.) Po) ante) Gt 1.(@).Y 
worin 
q,(2) = ac ta, ya ’+4.. 40,2" an 


sein möge. Es werde mit % der „charakteristische Index“ der Differential- 
gleichung (1.) bezeichnet, d.h. derjenige Stellenzeiger, welcher den bBe- 
dingungen 


n,-—a<n,—h=n;,—P 


A 


(a<h) #>% 
genügt, sodass »n—h der Grad der zu 2=0 gehörigen determinirenden 
Funetion der Gleichung (1.) ist. 

Wenn es sich um die Ermittelung der determinirenden Factoren 


a 2 } N ’ —] 
Glz 5 az em? + +++ Aız 


e 
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dieser Differentialgleichung handelt, so kann man zuerst die möglichen 
Werthe des (srades m bestimmen, für welche der zugehörige Coeffieient 
des höchsten Gliedes, A,, von Null verschieden ist. Nach der Methode, 
welche Herr Thome hierfür angegeben hat (Journ. für Math. Bd. 76, 8. 295 f.: 
Bd. 83, 8. 118; Bd. 96, S. 204f.), und welche sich, beiläufig bemerkt, in 
ähnlicher Weise wie das bekannte Puiseux’'sche Verfahren graphisch dar- 
stellen lässt, hat man zunächst gewisse Indices ec, ce, ... ce” », ce” zu be- 
stimmen und erhält dann in 
gr NTr— N, Rey TR -N) 

Er ee Be eu 
eine Reihe von stets abnehmenden positiven Zahlen, von denen diejenigen, 
welche ganzzahlig und grösser als 1 sind, die möglichen Werthe der Zahl 
m-+1 bestimmen. 

Es sei nun z. B. g, eine der obigen Zahlen, welche den gestellten 
Anforderungen entspricht, und es werde m+1=g, gesetzt. Wir wollen 
die zugehörigen determinirenden Faetoren untersuchen. 

Für ein Normalintegral der Gleiehung (1.), welches die Form 


EM... + Ar” 


A, ‚Fi 
y=e' ‚z".g(z) ey + V 


besitzt, ist von der grössten Wichtigkeit die Betrachtung der logarithmischen 


Ableitung 
o\ Il  dy Zi ER 
(2) 3=—: = -mA,„ce”"— + —- A,2r"+Ar+%(e). 
\ y dı . l uf 

Wir setzen 
3) ft er Wr) 

also 
(& lv = —m. A„-(m—- 1) A, 12 —- A," + A.” 
\ / | un v%ut rırH nn U u 1 or", 


und stellen uns die Aufgabe, w aus den Entwickelungen einer algebraischen 
Funetion zu bestimmen in ähnlicher Art, wie dies Herr Hamburger (unter 
der Voraussetzung, dass o, eine einfache Wurzel der diese Grösse bestimmen- 
den algebraischen Gleichung sein sollte) für die Funetion «= w—A.r" 


i ; i Do 1 da . 
sethan hat. Hierzu wollen wir die Grössen a . G=1,...n) durch z 


ausdrücken, was mit Hülfe der Theorie der independenten Darstellung 
höherer Differentialquotienten zusammengesetzter Functionen ohne Schwierig- 
keit geschehen kann. 
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Ist allgemein 


Il d’y 
V/ \ 
=F(l), t=yl(e), = 
J NZ P\E Pi A! dr 
so erhält man leicht die Formel 
d' e! d*F(q 
. | Ge — D gepkun, 
(5.) dic En Ri... uw hi 
BER a ui > 1). 
. es h) . .. 1‘ 
Um hieraus für unseren Fall die gewünschte Darstellung von 
- 
durch z zu erhalten, braucht man nur zu setzen 
IE n/ \ e „et 2 f . ; 
y=Fl)=e, t=yl(le)= [zdx, 
dann wird | 
d*F 1 d-, | 
=, ( _— — —  ._ 
dy* » Pi u File aittie 
also, wenn 4 durch 4-+1 ersetzt wird, 
| | diy u e | zu gi 
(6.) y da hu Mt! (A +1), +17... 40 
| sr <sL Zu,=, Zinn =i-, >00). 
Aus (3.) folgt nun durch A-malige Differentiation 
Ft = (NV mti),w+r Be), 
wobei zu beachten, dass für 4 = 0 
r m an /.\ 
ist. Also wird 
Il dy ileli-z) 
{ —i(m+1) x . 1 4 27, et N | u 
on. a | — 1)" (m+4,),, e+2B, (2)]“..., 
y da N... N Se Vz Zönc) 
u Zune 2 >00) 


Hebt man aus dem Aggregat unter dem Summenzeichen die Gliedeı 


mit den Potenzen x’, z', ... x“ heraus, so ergiebt sich 


a I dy a | x)| 

(T.) .——_ oo Feet) (—ilm+ 1)" eier” tr! Ble)). 

De [w—i,(m+1 | B(@)] 
Wird dies nun in die Differentialgleichung (1.) eingeführt und zugleich 


m-+1=g, gesetzt, so ergiebt sich nach Multiplieation mit x”: 


n g,„—1 - n m \ 
w—ng,2’ we +r’.W,(e) 


+2”.4(w"—(n—1),9,2”  .w+2” .B,_,(e)) 
(8.) +2".(w"?—(n—2),g,.2”  w?+2”.B,_,(x)) 


+ 





(ng, ng 
+r Het’. =V. 
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dieser Differentialgleichung handelt, so kann man zuerst die möglichen 
Werthe des (srades m bestimmen, für welche der zugehörige Coefficient 
des höchsten Gliedes, A,, von Null verschieden ist. Nach der Methode, 
welche Herr Thome hierfür angegeben hat (Journ. für Math. Bd. 76, 8. 295 f.; 
Bd. 83, 8. 118; Bd. 96, 5. 204f.), und welche sich, beiläufig bemerkt, in 
ähnlicher Weise wie das bekannte Puiseux’sche Verfahren graphisch dar- 


stellen lässt, hat man zunächst gewisse Indices ec, ec, ... ce”, ce” zu be- 


>) 
stimmen und erhält dann in 
gr Tur—nt. N (y Ne -1) 


ee PETER Dow 


C C- C ce! ) En er 1) 


eine Reihe von stets abnehmenden positiven Zahlen, von denen diejenigen, 
welche ganzzahlig und grösser als 1 sind, die möglichen Werthe der Zahl 
m-+-1 bestimmen. 

Es sei nun z. B. g, eine der obigen Zahlen, welche den gestellten 
Anforderungen entspricht, und es werde m+1=g, gesetz. Wir wollen 
die zugehörigen determinirenden Faetoren untersuchen. 

Für ein Normalintegral der Gleichung (1.), welches die Form 


EM... + Ae! 


2 > \ 
Y —_ ep m ‚x’.g(z) (0) +0 


besitzt, ist von der grössten Wichtigkeit die Betrachtung der logarithmischen 


Ableitung 
1 dy 2a “ R 
2) 3=— — - = —-mA„2"— + —- A 2 "+Ar+%(e). 
s y dı T 

Wir setzen 
(3) at are Br), 
also 
. FE R / Br # 22 ae re Er ‚m—] 2 1 „m 

(4, u = —m.A,„-(m— 1) A, A,a t Asa 
ur | = uv+tar+ +02” +o,c A 


und stellen uns die Aufgabe, w aus den Entwickelungen einer algebraisehen 
Funetion zu bestimmen in ähnlicher Art, wie dies Herr Hamburger (unter 
der Voraussetzung, dass ©, eine einfache Wurzel der diese Grösse bestimmen- 
den algebraischen Gleichung sein sollte) für die Funetion u = w—A.r" 


u u. 1 dy „ 
gethan hat. Hierzu wollen wir die Grössen u - G=1,...n) dureh 3 


ausdrücken, was mit Hülfe der Theorie der independenten Darstellung 
höherer Differentialquotienten zusammengesetzter Functionen ohne Schwierig- 
keit geschehen kann. 
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Ist allgemein 


1 dp 
= Ft\. t=ole) 9, = 
J M), 2 ) Pi A! dr’ 
so erhält man leicht die Formel 
di i! d*F(q 
r | r => 6 D) pages, 
(5.) die x,.,u M,:h;:.». dep“ . 
— et a >y INT Ye EL 
la 2 ee re > 1). 
Um hieraus für unseren Fall die gewünschte Darstellung von 
[A 


(dureh z zu erhalten, braucht man nur zu setzen 


en ga) = Far, 
dann wird 


d“F 1 d’ l 
=_q, ( an = = 53 _,.. 
er Bea z an 
also, wenn 4 durch 4-+1 ersetzt wird. 
| 1 q d'y a $ ı! zu zu 
> j zw. \u 2 } w S) sosa 
6.) y d« eu M,!p,!...(A, +1) (4,+1)*... 
| (1 Zah Zen, Zu ei: > 0). 
Aus (3.) folgt nun durch A-malige Differentiation 
rt = (1). (mtr), w+rB;,(e), 
wobei zu beachten, dass für 2 = 0 
Tr) == 2" .P,(®) 
ist. Also wird 
Il dy late) | 
b un) ei / \4ı / ı 9% ' ur: 4 us 
- SE | — 1) (m+i)ew+e2W; (z)1“.... 
Y dı' 1... rm / | 1/4 5, \ ] 
EEE ZERE  , wr, 3,20). 


Hebt man aus dem Aggregat unter dem Summenzeichen die Glieder 
mit den Potenzen x’, &', ... x” heraus, so ergiebt sich 

em Il d 

(1.) er 

y da 
Wird dies nun in die Differentialgleichung (1.) eingeführt und zugleich 


= ct) [o'—i,(m+ 1)" wi' +2" tr. B,le)). 


m-+-1 = g, gesetzt, so ergiebt sich nach Multiplication mit =”: 





7 ( —1 u 2 ‚pr fa 
w—ng,2° .wrT+tr”.W,(e) 
. iR De 9, —1 ER I, Pe 
+2°.,(w"—(n—1)g,2” .wr’+z2”.%,_,(e)) 
3 ' 29, n—? . gy—1 n—- Iy \ 
(8.) rT ”.g.(w — (n—2),g,.2” w”+z Bo.(E)) 

 _(e-1), u 

tr" Qn-1ı@+-T ge “ == U. 
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Die Exponenten der niedrigsten Potenzen von x, welche hier in den 
einzelnen Gliedern auftreten, sind gegeben durch die Zahlen 
ig, —ı, G=1,2,...n): 


wer). 


. . q — [} u . 
wird also Gleichung (8.) mit x -r' (wo «, >60) multiplizirt, 
so lauten die niedrigsten Exponenten 


: at f = 
‚G—c ’ )-( Na) (ie 1,...n) 


Aus der Definition von g, geht aber hervor, dass diese Exponenten nie negativ 
und‘ mindestens zweimal (für ©= ce” und ö@= c'”) gleich Null sind. Setzen 
wir also 

7 


Ay tits 


T 4 = Pi Gut... gel) 
so sind die p, ganze rationale Functionen von r, von denen für =) 
wenigstens zwei nicht verschwinden; die Gleichungen (1.) und (8.) können 


nunmehr in folgender Form geschrieben werden: 
PR n7,, (n—1)g, Nn— ' f 
(1 3 2 Div y + T er. ee 7 == 0, 
3 2-1 en / 9y— an 
en Ip» ©" -+(Pp,—m9,E%" Pu)" +(p, -(n—1)g,2” ‚Pi, )W 
OÖ.) 
\ I 1 N I, a 
| . . (9,7 :P, 2, )W+P,, m Br). 
Hiernach kann die Ermittelung derjenigen determinirenden Faetoren, 
deren wirklicher Grad = 9,—1 ist, in Verbindung gebracht werden mit der 
Betrachtung einer gewissen algebraischen Gleichung 


I f,(x,v 5 
u. har) mo 


Y / . 2. » Fe 1 2 
F,(z,v) = f,(2,0)—39,. er? : 
wenn 
(2,0) = Z pe" 


a 
gesetzt ist. Dabei brauchen in F, von den Functionen p,,, resp. =” .Pı-ı. 
jedesmal nur die Glieder mit x", &', ... x” beibehalten zu werden. 
Man erhält zunächst die möglichen Werthe des höchsten Coeffi- 
_, in G(='), indem man », als Wurzel der Gleichung 
F,(0,v) = f,(0,v) = 0 


bestimmt und —(g,—1).4,,_, = e, setzt. Aus der oben über die Functionen 


eienten A 


9, 


p,, gemachten Bemerkung geht unmittelbar hervor, dass sich aus der Glei- 
chung für », stets mindestens ein endlicher und von Null verschiedener 


Werth dieser Grösse ergeben muss. 
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Bei der weiteren Verfolgung des Zusammenhanges jener algebraischen 
Gleichung mit der Bestimmung der determinirenden Factoren wollen wir 
aber der Bequemlichkeit halber von jetzt an den Index » fortlassen, indem 
wir voraussetzen, dass für irgend einen der in Betracht kommenden Werthe 
von m die zugehörige Gleichung 


(9)  Fla,v) = f(z,v)—I(m+1)r ta. = R 
aufgestellt sei, wobeı 
f(z,v) = Ep,e" a TEN 
gesetzt ist. Nach (8°) ist dann 
(10.) F(z,w) "rt! Pr), 
und es hat gleichzeitig die gegebene Differentialgleichung die Form 
(11.) rt. Rn Hr Fetpy = 0. 


Ist nun zunächst ©, eine einfache Wurzel der Gleichung 
F(0,0) = f(0,r) = 0, 


so ergeben sich aus (10.) durch m-malige Differentiation und Einsetzen der 
Werthe r=0, w=er, die weiteren Coefficienten in » der Reihe nach ein- 
deutig, endlich und gleich den entsprechenden Coeffiecienten in der zu ® 
gehörigen Entwickelung der durch (9.) definirten algebraischen Funetion e. 
Jeder einfachen Wurzel ®, entspricht also ein eindeutig bestimmter deter- 
minirender Factor und ein einziger wohlbestimmter Werth des die Ver- 
zweigung des Normalintegrals bestimmenden Exponenten A, wie dies von 
Herrn Hamburger (wenigstens für den Fall, wo m den grösstmöglichen 
Werth besitzt) auf anderem Wege bewiesen ist 
Math. Bd. 76, S. 299). 


vgl. auch Thome, Journ. für 
Man kann auch leicht nachweisen, dass der nach 
der oben angegebenen Art und Weise berechnete Werth von A mit dem 
von Herrn Hamburger gegebenen übereinstimmt. worauf wir aber hier nicht 
eingehen wollen. 

Ehe wir nun zur Betrachtung der mehrfachen Wurzeln », übergehen. 
müssen wir kurz auf die Bestimmung der Coetticienten der ganzen rationalen 
Funetion g(z), welche in dem Normalintegral x'.e’"").g(z) auftritt, sowie 
auf die Bedingungen, welche zur wirklichen Existenz dieses Integrals (in 
welchem @(xz”') und A auf die angegebene Weise vefunden worden sind 
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erfüllt sein müssen, eingehen. Die von Herrn Hamburger angestellten Be- 
trachtungen erfahren hier so gut wie gar keine Aenderungen. 


Wird die Differentialgleichung (11.) durch die Substitution y = e’" .n 


Y ; . \ . v 
EZ u. (i .- 0, RR n) eingeführt 


transformirt, so eeht sie. wenn noch Ä 
oO | d.c' 


wird, über in (a. a. O. 8. 264) 





m(n—1 Wi N min —?2 | 
EI), u, + (np, Pı+pı)e"" ut 
(12.) + (ap P,t+R—-YpPfı++Pp-ı)% 
+(pP,+pıP,- +" +p Je". = 0. 


Die ganze rationale Function p, ist, wie aus ihrer Definition hervorgeht, 


D+e die höchste 


vom Grade ö(m+1)-+e, P, vom Grade öim—1; also ist =" 

Potenz von x, die in (12.) in den Üoeffieienten von w,, ... , auftritt. 
Nun ist für die Existenz unseres Normalintegrals vor Allem noth- 

wendig, dass der oben bestimmte Werth A mit irgend einer Wurzel r der 

determinirenden Fundamentalgleichung 
r(r+1)...(r+n—1)-aur(er+1)...(r+n—2)+-+(—1)"’a, = 0 

durch die Gleichung 


48) rt - Alz 
\ 


verbunden sei, wo 2 eine positive ganze Zahl bedeutet, welche den Grad 


der ganzen rationalen Function g(x) angiebt, wenn das Normalintegral 
überhaupt existirt. 
> 


Ist die Bedingung. (13.) erfüllt, so findet man, wenn 


g(«) = B, -B,2+--+B,r” (3,0) 
gesetzt wird, die z Verhältnisse B BEE B ‚ Indem man die Coeffieienten 
0 0 


von r', 2°, ... a„”"=D+*Fen in (12.) gleich Null setzt; damit die sich so er- 
sebenden Gleichungen unter einander verträglich seien, müssen m(n—1)+«e—1 
Bedingungen erfüllt sein, welche in Verbindung mit (13.) zugleich noth- 
wendie und hinreichend sind, damit das auf die angegebene Weise bestimmte 


Integral wirklich existire. 


11. 
Es sei nun vo, eine mehrfache Wurzel der Gleichung F(0, ev) = 0, also 
[2 Re) ).,=®. 
oD =!) 


® . ®, 





en SET EEE ru 








Günther, über lineare Di/ferentialgleichungen. 11 


Soll dieser Wurzel ein determinirender Factor (oder mehrere) entsprechen. 
so müssen die aus F(z, ve) =0 durch m-maliges Differentiiren und Einsetzen 
der Werthe 2 =0, e =r, foleenden Gleichungen (wir wollen sie kurz als 
die zu #=0 gehörigen Ableitungsgleichungen bezeichnen, da sie die Ablei- 
tungen der algebraischen Function e bestimmen) für die (Grössen v,, © 

der Reihe nach endliche Werthe ergeben, was im Allgemeinen nicht der 


Fall ist, da schon die erste dieser Gleichungen 


(OFN (oFN 
Fe His N () 
\ 14 z y () \ f N" /g 
für e, einen unendlich grossen Werth liefert, wenn nieht auch (  , =0 ik 


OL 
Wir müssen also zuerst die Bedingungen aufsuchen, welche hin- 
reichend und nothwendig sind, damit den Ableitungsgleichungen die eben 
erwähnte Eigenschaft zukomme. 
Es werde 


02'000” h! \dıx url)!“ 
gesetzt. Alsdann lässt sich das System der zu #=0 gehörigen Ableitungs- 
gleichungen für x = 0, » = v, folgendermassen schreiben (vergl. Stolz, „Ueber 
die singulären Punkte der algebraischen -lunetionen und Uurven“, Math, 


Annalen Bd. 8, 8. 417 £.): 


ig a Sn no 
u ea et. ai 
(S 


u RT 
(20, =%, 24,0. Stt+2—r, 


ne 
IND 
DV 
N 
N 


r 


oder auch, wenn derjenige 'T’'heil der öten Ableitungsgleichung, welcher 


©, Oırıs ++» nieht enthält, sondern nur ‚mit db ) bezeichnet 
wird (Stolz, a. a.0. S. 424), 
. . 1 ( '$' 2) 
{ a‘ | K, un P) f N ce v, ei; (0, 
(2.) l,u,0 0,:0,:... 00,_1 
| (Z0,=1, Zu,0,=i+(fh—-1)I-s, h +1 u n. 


Dabei ist, wie man leicht aus (2.) herleiten kann, 


Ei (A 2) 
3) den _ „1 IB 
v7 ! nl 
OU,_ı 


I) 


| 
I! 


Die ersten Ableitungsgleichungen lauten nun, ausgeschrieben, 
27% 
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Fuo+Fu®ı nn Ö, 
F.„v; + Fuı®; =, 


l Y A 
Jt Fu+F.ıeı+ 


—_ 


IN 
Em ER 
31 F;,+ 5% F,,v+ 


NG amt 


Fe; +F,,0:+F.0,0%+ Fu =Q. 


EUER 
Fo, "T 31 


! 
Wie schon oben bemerkt, würde, da der Voraussetzung zufolge F,, = 0 ist, 
kein endlicher Werth eo, existiren können, wenn nicht zugleich F,,= 0 wäre. 
Ist diese Bedingung erfüllt, so liefert die zweite Gleichung einen oder zwei 
endliche Werthe für ®,, falls nieht F,, und F, beide Null sind. Wenn aber 
dies der Fall ist, so muss, damit ein solcher endlicher Werth existiren kann, 


auch F,= 0 sein; dann aber liefert die dritte Gleichung einen, zwei oder 


drei endliche Werthe für o,, wenn nicht F,, Fi, Fu gleichzeitig Null 
sind, u. s. w. 
Um die Untersuchung allgemein zu halten, wollen wir annehmen, 


es sei v, die kleinste Zahl, für welehe noch sämmtliche Grössen F\,_, 


1 —H,R 


z=1,2,...v,—1) gleich Null sind, dagegen nieht mehr sämmtliche Grössen 
F, ,. (z=1,2,...v,), so würde offenbar die den Werth von e, bestimmende 


vi 


Gleichung lauter unendliche Wurzeln haben, wenn nicht auch gleichzeitig 
(A.) Fu . Fu Bun F';,, U F, 10 — ( 


wären; ist dies aber der Fall, so werden die v,—1 ersten Ableitungsglei- 
DR o*P, 
ae 


ehungen identisch erfüllt, da für «<r, P=V—(, == (0) ist, und es wird 


1 


die v,te Ableitungsgleichung, welche den Werth von e, bestimmt, nämlich 


vi 1 i 
D — F v, —\ ) 


Y — Vı—X,# 


u (, —x)!x! 

(„Finalgleichung für ®," nach der Bezeichnung des Herrn Hamburger in 

der Abhandlung „Ueber die Entwiekelung algebraischer Functionen in 

Reihen“, Schlömilehs Zeitschrift, Bd. 16, S. 473), eine oder mehrere endliche 

Wurzeln besitzen, da die Coeffiecienten von »,, ©, ... v7’ nicht alle Null sind. 
Die folgenden Ableitungsgleichungen können nun, wenn man 





ievyt+i, rev+r 


setzt. auf die Form 


AZ 
<' 1 ( ®, m „gli „03 K () 
u ' ' 2 x } 'ha°*® te 
et 
_ -. . ! ’ Pr ’%.< R _ . . er N AN 
(Ze,=2% 24,0. Sit r, 1er +r St, 2 v4) 


\ 


sebracht werden (Stolz, a. a. 0. 8. 422) 


7) 


d.h. wenn nur die ersten Glei- 





TREE! 
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chungen hingeschrieben werden, 


o®, 
bb # .® - 0) 
V "7 n ) “ 
( D, 
op I o’p oP, 
J yı+1 . ) 4 y . R. 
Put 2 MI a +9 u Be V, 
-— ] 


l 


-; 
Ist nun v, eine endliche Wurzel der Gleichung #, = 0, und zwar zunächst 


2) . oB » . 4 . 
eine einfache, also — _" +0, so folgen aus den obigen Gleichungen auch 
on 


l 


endliche, eindeutig bestimmte Werthe von ®,, v,, ...; es existirt dann eine 


J 


zu ©, ©, gehörige reguläre (nach ganzen Potenzen von x fortschreitende 


KEintwickelung von e, wie dies ja bekannt ist. Ist aber e, eine mehrfache 


vv 


endliche Wurzel von P, = 0, also —=(), so wollen wir der Allgemein 


dp 
l 
heit wegen gleich annehmen, es sei v, die kleinste Zahl, für welehe noch 


on ( Er v,—1 ’ 
alle Grössen ee (z = 1,2, .:. | _ |) gleich Null sind, dagegen 


ou, 
® Li .. ® \ .. o’P,_ v7 v, .. 
nicht mehr sämmtliche Grössen | (; NUR PORRESEN = N). so müssen 
007 . 
damit die Finalgleichung für oe, wenigstens eine endliche Wurzel habe. 
die Bedingungen 


DP\ aa ug Brn en 
.B.) P,+1(0) = P,4.(0) == P,,-ı(0,) = 0 
erfüllt sein, wenn für e, der hier betrachtete Werth gesetzt wird; und ist 


dies der Fall, so wird diese Finalgleiehung, nämlich 


[2] 
23 x 
en - en. , . 
v  — ! t 
z=0) 8%: or? 


eine oder mehrere endliche Wurzeln besitzen. Das weitere Schlussverfahren 
ist nun ganz analog. 

Man bringe zunächst (indem man in (2.) k = 3 nimmt) die Ableitungs- 
gleichungen von der (n,+1)ten an auf die Form 


r | o'B! A ; ) bis 
K,= 3>— — — — vie... =0 (Zo, =|1, Zu,o, =i+21l-8, 3 <s+Hl<i 
0,:0,:.... Ob, ns .. 
und setze i=n,+{, u, =0d,+1, s=r,+s'; alsdann wird 
20,=1, 20,0, =i+Hl-s, 1<s + <Y 


(der Minimalwerth von s’ +/ ist = 1, da offenbar das Werthepaar s = 0, /!= 1 
vorkommt), woraus hervorgeht, dass diese Gleichungen (für 8 =1, 2, 
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in der Form grosse Aehnlichkeit mit den früheren haben, nur dass statt 
vo; hier % 41, Statt P,;, hier P,,,, steht. Die ersten dieser Gleichungen 


lauten 
RR OB,. v 0 
Y+1 | or, BR =-; y 
ah 2b ! 
RE Me... EEE v4 an = 0 
EN ANE: Op er 


u. Ss. w. 
Hieraus ergeben sich nun wieder, genau wie vorher, folgende Bedingungen. 
Ist v, eine endliche Wurzel der Gleichung 2,, = 0 und v, die kleinste 


. en e OP, -1-, ei 
Zahl, für welche noch sämmtliche Grössen a - (z u © | ': \) 


.) 
verschwinden, wenn für ©,, ®,, © die hier betrachteten Werthe eingesetzt 


„ O*®,,- R: 
werden, dagegen nicht mehr alle Grössen 7 (2 = ieh | a ) 
00% > 


gleich Null sind, so ist nothwendig, dass für diese Werthe von vo. ©, ® 
{ ‚ ! f \ el 4 Fa \ a ! f, dr 
(C.) P,,+1(0:) = P,.+ Ws) = ne P,, _1(®;) =) 
sei, damit die Finalgleiehung für v,, welche dann 
Ga 
oo’ — 5 WÄR: Bl 


) Tr Be > 
. zz) a! op? 


3 =0 
wird, für e, wenigstens einen endlichen Werth liefere. 

Es ist unmittelbar ersichtlich, wie man weiter fortzufalıren hat. Vor 
allem muss man darauf achten, dass man, der Gleichung F(r, w) = x”*'.%(z) 
zufolge, nur die m ersten Ableitungsgleiehungen der Gleichung F(z, ) = 0 
berücksichtigen darf. Werden die Zahlen »,, v;, ... in analoger Weise 
wie 7, ”,, r, definirt und ist für ein bestimmtes System auf einander folgender 
Werthe vo. dv, ®, 

A ee 

so müssen ausser den Bedingungen (A.), (B.), (C.) noch die folgenden er- 
füllt sein: 


(D.) ®,,;ı(0;) —— ®,...(0;) me ®)_,(%;) —(), 
0) BD.) = BD ,.0,) == MD (,) = 0, 


wozu für v,_,<m noch die folgenden kommen: 
(R.) Pi 1(0,-N) . PT 2(0,-ı) a he ca PB (o,_,) u v. 
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Und sind diese Bedingungen erfüllt, so erhalten wir aus den m ersten 
Ableitungsgleichungen von F(z,0)=(0 ein System von endlichen Werthen 
On © - ++ %,_,, Während die Werthe der weiteren Ooeffieienten v,, v 

welche gerade diesem System (v,, ®,, ... ©,_,) entsprechen, aus den m ersten 
Ableitungsgleichungen von F(z,e) = 0 nieht berechnet werden können. 


III. 


Um diese Coeffieienten bestimmen zu können. muss man. wie schon 
bemerkt, zu einer Transformation der gegebenen Differentialgleichung seine 


/uflueht nehmen. 
Man setze 


u — dur 0,04 4 ®, E 6 
(1.) dG'(z') (m+1) 
| + 7 BR -- 2) 
dx 
also 
wir un | — 17 1 N 1 | 
Ga) = —— ya" — va" +)... u," 
Sur m m—\ m—r+] 

zautinn —m 4 » im 1) j m ( 

A„a E Ans u A, +1 


und transformire die gegebene Differentialgleichung (11.), No. 1], durch die 


Substitution 
/ \ G’(ax 1) 
(2. y=e ‘N. 


\ Pr 


Für 7 ergiebt sich alsdann folgende Differentialgleichung: 


I , en m. FE 
(3. gm) m, 29m) m. 4+..tpnn=(, 
} ) Po de" P: da"! ' Pr" 
wo, wenn 
N \ ,S —] d’e‘ (2 
P, = et ),e0c, 
£ d.* 
vesetzt wird, 
! | z er y' 
Pr-i Er P3 m —e, ‚d n-iPi 


haut 
ist, sodass auch die p; ganze rationale Functionen von x sind. Wir wollen 
versuchen, etwas darüber festzustellen, von welcher Ordnung diese Func- 
tionen für © = (0 verschwinden. 

Man findet leicht 


(4) P; = w"-ilm+1l)a”. u" +a”tt.g(e), 
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also 
. 1 oF(z,u) 
g ! en a) 4 PR m+1 ' ER 9 I gilt R » 
(9.) Pa = Ft, u)- T IE), Pr-ı = 2! Du} rE Iu-3(2 ). 
Unter Beibehaltung der Bezeichnungen von 8. 11 ist daher für <<m+1 = 
1 di ! : 4 
(| =K=0, 
if! de‘ 
‘denn die Coeffieienten in « wurden ja aus den Gleichungen K, =, 
K,=0,... K,=0 berechnet), sodass p, mindestens von der (m-+-1)ten Ord- E 
nung für 2=0 verschwindet. . 
Um die entsprechende Bestimmung für die Funetionen p,_, auszu- : 
Nas j 
führen, werden wir die den K, entsprechenden Grössen E 
go _ | | a Kerr. 0) )] 
i! Ldr' Or? ru 
zu untersuchen haben. | 
Ks lässt sich nun zeigen, dass allgemein für jedes ö, 4 i 
| Ok;ya | 
7 Air?) 
(6.) K: ni. 0Ö rn’ 
ist. Für 2=1 ist der Satz von Herrn Stolz (a. a. 0. S. 427, (z.)) bewie- 
sen; gesetzt nun, er sei überhaupt für irgend einen bestimmten Werth iA =z 
als richtig dargethan, so ist, da K/{**" aus K/” gerade so hervorgeht, wie 
KK’ aus K,, | R 
nr) N > E 
K“+D = ok; +. bu OH Kr 2e+n) : 
| Op, Oert! ; 
sodass der Satz dann auch für =z-+1 gilt, womit er allgemein bewiesen : 
ist. Man kann den Beweis auch unabhängig von der angegebenen spe- \ 
eiellen Formel führen, worauf wir aber hier nicht eingehen. ; 
Zur Transformation der Gleichung (6.) kann folgende Formel dienen, F 


die man in ähnlicher Weise wie die vorstehende entweder direet herleiten 
oder vermittelst einer von Herrn Stolz (a. a. O., 5.428, (d.)) aufgestellten 
durch den Schluss von 2 auf z+1 beweisen kann, nämlich die Gleichung 


alt nl 
o*P, o’P, , »(h—?) 


7.) - 


ur, 
ET Nn_.Xx 
OoV 9 ov), 


er. 


Die Formeln (6.) und (7.) wollen wir benutzen, um etwas darüber festzu- 
stellen, bis zu welchen Indices © die Grössen K/” verschwinden, wenn für 
die Ableitungen von » an der Stelle 2=0, e =», die oben betrachteten 
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Werthe ®,, ®, ... »,_, gesetzt werden, für welche die Bedingungen der 
No. II gelten. 
Hierzu bringen wir die linken Seiten der Ableitungsgleiehungen von 
F=0 (für 2=0, vo=o,. ...) auf die Form 
R 1 Pa 2) 
K,=> 1 07; 


3 For KıT up*** 
0,:0,:... OP, 


(=, ni , zu, Fu m i+r—1)—s, r — I s i), 


wobei zu beachten, dass den Bedingungen der No. II zufolge für s <rv, , stets 


N7 (r—?2) 
(8.) 0 u es () ( d) 
O0, l 
ist. 


Nach (6.) und (7.) wird dann für r —5 


Yı 52) 
K) ” x l O [ P, \ GO, „0 
. er; In! nl \ Anl Pu, Pu A 
0,.0,:... Oov,_1 O0, 
NER (ae) 
urn < 1 O'tip, /r—3) A in 
ver a a44+ Vu Yu,‘ 
0,:0,:... 00,_1 
(E0,=1l, Zu,0, =i+2I1+lr—-1)-s,, r<I4+s<i+24) 
Nach (8.) ist daher sicher K” = 0 für alle i, für welche 
i+24+4(r—3) <rv_, d.h. i<rv ,—Ar—]). 
Für r<2 kann man aus der Gleichung (S. 11 
| K) m <> 1 O ' ’P,.; v nn”: 
(9.) 0,'0,!... ovit‘ u ug®* 
\cso, = Zu =itl— na 2 <Sı-HisS ;) 


auf ganz analoge Weise erschliessen, dass K sieher Null ist für ir, —A 
bee) > 


(wo v, für r=1 durch m zu ersetzen ist); für r=2 kann also der obige 
Ausspruch beibehalten werden. — Eine genaue Bestimmung des ersten 


Index i, für welchen K{ bei gegebenem A nieht mehr verschwindet, ist 
(von einem sogleich zu betrachtenden wichtigen Falle abgesehen) allgemein 
nieht möglich, da auf sicher verschwindende Grössen K solche folgen, 
in denen Glieder auftreten, die durch die Bedingungen der No. II gar nicht 
berührt werden (vgl. S. 28). In der That hat auch diese Bestimmung mit 
der Natur der algebraischen Funetion » nichts zu thun. 
Der soeben erwähnte Fall, in welchem doch, wenigstens für = 1, 
eine genaue Bestimmung des ersten Index i, für den X? +0, möglich ist, 
Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 1. 3 
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tritt ein, wenn o,_, eine einfache Wurzel der Gleichung 2” (v,_,) = 0 
ist. Da »,_, der letzte Coefficient sein sollte, der sich für das betrachtete 
Werthsystem (v,, ©, ...) aus den Gleichungen K,=0,.... K, = 0 bereehnen 
lässt, so wird hier v, ,= m sein. Man betrachte nun, zunächst für r >3 


b) 


Yrgpe-d 

KK x 1 o't!B, tr-3 _0) 26 

nt 1) ! Ii+1 2 Co Vu, 
0,:0,:... or, ss " 


(Z0,=1, Zu,o, = m—r+3+Kr—1)—s, r<I4s <m—r+3). 
Oo ' up)‘ Be 


Da 5 -V für s<m—r+35, so kommt nur dasjenige Glied in Be- 
Ot,—ı 
u | 
tracht, wo /=0, s=m—r-+3 ist; sodass KU, ,, = 2 +0 (nach der 
Y—1 


Voraussetzung) ist. Hier ist also = m—r+1 der erste Index, für welchen 
K}' nieht verschwindet. Für r=2 leitet man dasselbe Resultat aus (9.) 
her; der Fall r=1 braucht nicht in Betracht gezogen zu werden. — 

Um nun diese Ergebnisse mit der Untersuchung der obigen Functionen 


9 a ' 6, Eee (O-Ka,u‘)\ 
p„_, in Verbindung zu setzen, beachte man, dass die Grösse _ | — 
n , ld \ Our / 


aus X dadurch hervorgeht, dass man die Grössen $U, welche in dem 
Ausdruck der letzteren auftreten, ersetzt durch solche Grössen, die sich 
von den DU insofern unterscheiden, als in ihnen » durch = ersetzt ist: 


“ 


für # — m stimmen aber diese beiden Arten von Grössen PU mit einander 
überein (den Bedingungen der No. II zufolge), woraus sich ergiebt, dass 
für die oben betrachteten Werthe von i 


| [2 | — K®% 


7 
i! dx x 


! 


ist. Iliernach können wir sagen, dass p,_, mindestens von der Ordnung 
yv,,—A(r—1) für 2=0 verschwindet (für r=1 ist diese Zahl durch m— 4 
zu ersetzen); eine genaue Bestimmung der Ordnungszahl ist (wie sich z. B. 
auch später bei den Differentialgleichungen zweiter Ordnung direet zeigen 
wird, vgl. 5. 25) aus den Bedingungen der No. II allein nieht möglich, aus- 
venommen den Fall, dass »,_, eine einfache Wurzel der betreffenden .Final- 
gleichung ist (r — 2), wo man dann sicher feststellen kann, dass p,_, gerade 
von der Ordnung m—r-+-] verschwindet. — 

Es sind nunmehr diejenigen determinirenden Factoren der Differential- 
gleichung (3.) zu ermitteln, deren wirklicher Grad = m—r ist. Hierzu hat 
man zuerst wieder für die Gleiehung (3.) die möglichen Werthe für die 
(Grade m’ der determinirenden Faetoren aufzustellen; diese sind, wie aus 
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den obigen Darlegungen erhellt, durch die entsprechenden Werthe für die 
ursprüngliche Differentialgleichung und die Bedingungen der No. II allein 
noch nieht bestimmt, und es bedarf daher, um sie zu finden, einer besonderen 
Untersuchung, über deren Ergebniss sich (von dem eben behandelten Falle 
abgesehen) nichts Allgemeines im Voraus feststellen lässt. Ist kein Werth 
von m vorhanden, der m—r wäre, so entspricht dem Werthsvstem 
(© % ++. ®,_,) kein determinirender Factor der ursprünglichen Gleichung; 
ist dagegen ein Werth m’ = m—r vorhanden, so kann man die Coefficienten 
°,s Brain # ++ ®uomwoı gleich Null setzen und die folgenden, soweit dies angeht, 
aus der dem Werthe m’ entsprechenden, zu (3.) gehörigen algebraischen 
Gleichung F'(z,e') = 0 durch KReihenentwickelung einer algebraischen 
Funetion bestimmen. Mösglichenfalls werden neue 'Transformationen nöthig 
sein, wenn die m’ ersten Ableitungsgleichungen von F = 0 nicht ausreichen 
sollten, um alle Coefficienten zu bestimmen (nämlich wenn der Coefficient 
%,_. eine mehrfache Wurzel der Gleichung F(O,v)—=0 ist). Jedenfalls 
aber ist durch die obigen Betrachtungen ein wohlbestimmtes Kechnungsver- 
fahren gegeben, welches meist sehr schnell, in allen Fällen aber nach 
einer endlichen Anzahl von Operationen zum Ziele führen muss, denn der 
ungünstigste Fall, der bei einer solchen algebraischen Gleichung FT = 0 
eintreten könnte, wäre ja der, dass man aus dieser Gleichung nur den 


ersten Coefficienten v,_,. berechnen könnte (nämlich wenn die der Zahl v, 


a 


entsprechende Zahl v, > m’ wäre): für diesen ersten Coeificienten aber erhält 


man (vorausgesetzt, dass m eben ein möglicher Grad eines determinirenden 
Faetors von (3.) ist) unter allen Umständen endliche und von Null ver- 
schiedene Werthe, wie aus den früheren Darlegungen sofort hervorgeht. 
Wir hatten oben Gelegenheit, auf einen gewissen Fall hinzuweisen, 
in welchem sich scharf feststellen liess, von weleher Ordnung in der trans- 
formirten Differentialgleichung (3.) der Coefficient p,_, für = U ver- 
schwindet. Auf dieser Feststellung beruht folgender Satz: Wenn eine der 
zu den successiven Gleichungen F(x,v), F(xz,e)=0,... gehörigen Ab- 
leitungsgleichungen eine einfache endliche Wurzel v, besitzt, so entspricht 
dem betrachteten Werthsystem ®,, ... ®,_., ®, ein einziger wohlbestimmter 
determinirender Faetor, zu welchem der zugehörige Exponent A ebenfalls 
eindeutig bestimmt ist. Wir werden diesen Satz zunächst unabhängig von 
den obigen Feststellungen beweisen, dann aber einen zweiten Beweis geben, 
welcher sich wesentlich auf jene Feststellungen stützt. 
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Wir wollen der Bequemlichkeit wegen, ohne der Allgemeinheit Ein- 4 

trag zu thun, annehmen, dass o, eine einfache Wurzel einer der zu F(x,v) = 0 4 
selbst gehörenden Ableitungsgleichungen sei (e <- r—1), da in jedem anderen 4 
Falle der Beweis ganz analog zu führen wäre. \ 3 
Man substituire we die Differentialgleichung 4 

dr-' 3 

gm} 1) (n—1)(m+1) Y „ 

Po -i “+2 Pı° d.er—! +“ tPpnY 27 = (, E 

\ a 

unter ©, ... ®,_, das betrachtete Werthsystem verstehend, welches den vor- E. 
: Ss an . anti a r —1 

hergehenden Ableitungsgleichungen genügt, y=e!“ °.n, wo i 


dl (2 m il Ä r 2 
i > ) — dt ( MDIpz le a a ET Tai Zn t.x (m+1) R 
ist. Für n ergiebt sich dann, wenn noch 


d’ el") ni 


Mm+1) pe} “ 
IT, —=T (m+ ’e ee *); r Le VE = z (n—i), 7’ AEER 
 F— 


d.r’ 


gesetzt wird, die Differentialgleichung 
d’n d'n 
n(m-+1) : (ra—1)(m+1) ch 
10.) 8 Pozn +® Yan 
Von dieser Gleichung wollen wir nun zeigen, dass sie einen deter- 
minirenden Factor (m—e)ten Grades besitzt, in welchem der höchste 


Coeffieient eine einfache Wurzel der betreffenden algebraischen Gleichung 


"++, — 0. 


ist, und welchem also zufolge des Fundamentalsatzes ein eindeutig bestimmter 
Exponent entspricht. 

Um diesen Nachweis zu führen, bringen wir die Differentialgleichung 
(10.) auf die Form 


ze +1) 


dr N a e d"—'n | | ER 
fo dr + r' 1)C rd)gn,z ai +..+Q,2”"n = 0 


und bilden nach den Vorschriften der No. I die zugehörige algebraische 
Gleichung 
(2,2) = pr +lp a t—n(m—o+1)2"".g,)2” 
+(pa®?—(n— ” . De 


+ 
+(p, Ja e- shi ee )5+ mE Ei LE 0, 
wo die positive Zahl A, welche dem früheren « entspricht, noch in passen- i 


der Weise zu bestimmen sein wird. 


Setzen wir 3=$.2”°, so eg 


> 


G (=, 3) Eu Ge, Er, 6, S)= 24 - 2y..8' = (m -0+ 1)se" . z 3 (Hp Er 


Ei 
. 
= 
BE h 
N 
: 
2 
Y 
£ 
7 5” 
Fi 
2 
4 3 
EB 
> 
2 
Er: 
x 
Bi 
Be 
2: 
> 
Kr 
E 
K 
R. 
“3 
ur 
S 
BR; 
2 
e 
H 
" 
2 
% 
ke 
» 
} Br 
] 
an 
\ ß 
e.; 
m. 
[x 
, Br 
Br 
3 
Br. 
e 
> 3 
u R: 
f 
Bi 
R 
A 
7 
je. 
ar 
] : 
y 4 
Be: 
E>; 
ze 
- Ei 
E% 
. 
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Nun hat man aber nach Früherem 
II 


! 


ie "t— (n—I—1),(m+ ı)r —/ u — er rule . 


lt 
also 
n—i } n—i—2 ii Pr 1 . 
9, z (R—i),p"—(m+1)e” B3 (ni), pH 2"t.g,_ (€) 
i= 1 
1 o*'f(z,) 1 6%tf(z, t) 
un se - 2 je Er u L „im +1 \. 
I an I(m-++1). I ae  e"tte In, (€); 
daher wird 
| n 1 olf(z t) n —?2 1 Okt2f(r t) } 
G(2.E) = - BP _\+1)2”. 1 5 _—_,# 
(2, 5) u A otk . 4 ı ) ei A! ol: +2 - 
| x n—?2 oA +2 (x. f} 2 . 
— 1(m—o- l)& > zn an ) S+2"t',g(e,$) 
. IV L! al” < « d 


Oflz. 3 
en f(#, [+5)—I(m+1)x"(t+5)- . er 


o(t- & 
267 E\ 
2 eu :, r,i+£) 
+lor".$- Ka a -ta"t.gla, 
- ot‘ JN\ 
‘ o’f(x,t+8) | 
—— F\ 1 m > n+1 Rn EN 
= F(z,t+5)+40.2”. E .Q(E, S) 


oder 
(11) 2" ’,G(2,3) = F(z,t+2.2)+2"t'.g,(x, 3). 
Hieraus ergiebt sich die Existenz eines einfachen regulären Functions- 
zweiges 3, der für e=0 in den Werth e, übergeht, da der vorstehenden 
(Gleichung zufolge die e ersten Ableitungen von £+3.x° mit den entsprechen- 
den von » (die aus F(z,e)= (0 durch v, Differentiationen gewonnen werden‘ 
übereinstimmen; zugleich lehrt diese Betrachtung, dass # = noe—rv, zu wählen 
ist; dass diese Zahl stets — 0 ist, kann leicht gezeigt werden. 

Aus der eben bewiesenen Eigenschaft der algebraischen Gleichung 
G(z, z) ergiebt sich aber sofort die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes. 

Hiernach gehen wir über zu dem zweiten Beweise des obigen Satzes 
mit Hülfe der Feststellungen von 8. 18. 

Behalten wir die Bezeichnungen von 8. 15 ff. bei, so ist klar, dass, 
wenn v, (eg <r—1) eine einfache Wurzel der betreffenden Ableitungsglei- 
chung ist, dasselbe auch von e,_, gelten wird, und zwar wird e,_, bestimmt 
aus der mten Ableitungsgleichung K,=0. Transformiren wir dann, wie 
S. 15, die gegebene Differentialgleichung durch 
d@'(x=") 

dx 


(a7 - ‚mı+ 1 — 48 “ . “ r—1 
‚7, | v = Yı, T 9, 27%, ) 


Be 
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so ergiebt sich für 7 die Gleichung 
d’n u 


‘ rn" +1) (n— 1m 4 ’p nn 
(3.) pi da" +7 pP: dir! "+ +p,N ar 0, 
. . . ' . & ! 2 
und hierin verschwindet p, mindestens von der Ordnung m+1l, p,_, genau . 
von der Ordnung m—r-+1, p,_, (k = 2) mindestens von der Ordnung 3 
n u. 2% . _ m . . ‘ . . 
m—4(r—1), natürlich 4 <[ en | vorausgesetzt. Bringen wir (3.) auf die 
Form 
l"+ jr—1 
n(m—r+1) am (r—1)(m—r+1).'! „—r ( N, ' ) en 
7 ! tr LT t..t492”"n=(\, 
der A 
und bilden die zugehörige algebraische Gleichung ä 
rt, 2) = 2) 2" +[pı 2” —n,(m—r+1)2”"p]2” "+ 3 
Be Hp, a)’ (mr +1)" Y9_.]s+p,x ana 0, 3 
;o ist klar, dass die Ex »n der niedrigs Poten; lie i 4 
so ist klar, dass die Exponenten der niedrigsten Potenzen von z, die ın i 
den Cveffieienten von x’. H(r, 3) auftreten, folgende sind (wenn wir mit &, E 
eine positive Zahl, die auch Null sein kann, bezeichnen): 
') m 11 ar e Es 
2) m—r+1l— (nr = m+l-ar, 
(> 2)) m—Ar—V)—(n—Ar+e = m—nr+i4e, 
f} 0 m 4 
‚letztere Bestimmung kann man offenbar auch für 4 > | UT | gelten lassen ). # 


Hliernach ist „y=»r—m—1 zu wählen; in H(x,z) werden dann die Expo- 
nenten der niedrigsten Potenzen von x in den Üoeffiecienten von 


#(4—2)) 4—-1+8>0. 
Die Gleichung HY(,z) =U wird also eine Gleichung ersten Grades in z, 4 
worin der Coeffieient von z nicht gleich Null ist; sie liefert also nur eine 3 
einfache endliche Wurzel, und damit ist wiederum der in Rede stehende Satz 
bewiesen. Ist also irgend eine der Grössen ©,, ... ©,„-, eine einfache Wur- | 
zel der zu ihrer Bestimmung dienenden Gleichung (woraus dann folgt, dass E 
allen darauf folgenden Grössen ®, dieselbe Eigenschaft zukommt), so ist der 
zu dem betreffenden determinirenden Factor gehörige Exponent A eindeutig 
und endlich bestimmt, und es kann dann also der determinirende Factor 
mitsammt dem Exponenten, wie oben gezeigt wurde, durch heihenentwicke- 
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lung der den Gleichungen F(x,e)=0, F(x,v)=0,... genügenden alge- 
braischen Funetionen bestimmt werden. 

Die Gleichung (11.), S. 21, gilt natürlich allgemein, auch wenn e, 
keine einfache Wurzel der betreffenden Ableitungsgleichung ist; immer wird 
also die Gleichung @(z,z)=0 einen (freilich i. A. nicht regulären) Fune- 
tionszweig 3 liefern, dessen Entwickelung in der Umgebung von x = U mit 
v, beginnt. Daraus ergiebt sich mit Hülfe gewisser einfacher Betrachtungen 
aus der Theorie der algebraischen Funetionen (s. Hamburger, Schlömilchs 
Zeitsehr., Bd. 16, S. 473, 475, 476) ohne Schwierigkeit, dass im Allge- 
meinen die Zahlen «,, w,, ..., welche die Grade der Vielfachheit für die 
Wurzeln ®,. ©, ... angeben, eine abnehmende Reihe bilden; es wird daher 
in der Regel nicht der Fall eintreten, dass auch ®,_, noch eine mehrfache 
Wurzel der betreffenden Ableitungsgleichung ist. 

Wenn aber dies doch der Fall ist, so kann der Exponent A, falls 
iiberhaupt für denselben sich endliche Werthe ergeben, nicht auf die oben 
angegebene Weise durch Reihenentwicekelung algebraischer Funetionen ge 
funden werden; man muss dann, nachdem der ganze Ausdruck 


l 
Ge") = -— — 2" — + —d,_ıE 
( / ya 


berechnet ist, die gegebene Differentialgleiehung P(y) = 0 dureh die Sub 
stitution y = e’""",n transformiren und nun direet die Exponenten der even- 
tuellen regulären Integrale 7 zu bestimmen suchen. Dieselben ergeben sich 
bekanntlich in der Weise, dass man, wenn 

I,.P(e‘® In): P(in)=0 
die Differentialgleichung für 7; ist, den Ausdruck P’(z’).e” nach Potenzen 


von x entwickelt und den Coeffieienten F(r) des niedrigsten Gliedes dieser 


Entwickelung, welcher als determinirende Function bezeichnet wird, &leich 
Null setzt; die Wurzeln dieser Gleichung F(r) =0 liefern die mörlichen 


Werthe der Exponenten A. Der Grad der Gleichung ist n—/, wenn / der 
„charakteristische Index“ der Differentialgleichung P’n) = 0 (für den singu- 
lären Punkt @ = 0) ist (vergl. oben 8. 5). 

Aus unseren obigen Erörterungen folgt, dass, falls irgend einer der 
Coeffieienten A,, ... A, des determinirenden Factors e’") eine einfache 
Wurzel der betreffenden Ableitungsgleichung ist, der Grad der determiniren- 
den Function für die Differentialgleichung P'(n) = 0 stets 1 ist. Wenn 
aber jeder Coefficient, auch der letzte A,, eine mehrfache Wurzel der be- 
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treffenden Gleichung ist, so ist man nicht im Stande, den Grad der deter- 
minirenden Function allgemein zu fixiren; man kann jedoch folgenden Satz 
beweisen: ; 

Wenn A,=-v»,_,) eine «,„_,-fache Wurzel der diese Grösse be- 
stimmenden Gleichung ist, so kann der Grad der determinirenden Function 
der Differentialgleichung P'(n) = nicht grösser als «,_, sein. 


Dieser Satz ist nur ein specieller Fall des folgenden: Ist einer der 


»» . 1 . x Pr 
Coeffieienten Au-.( RE v,) eine «,-fache Wurzel der betreffenden Glei- 
chung, so substituire man in die gegebene Differentialgleichung 


„(m-s) 


BY ‘N, 
alsdann kann der Grad der determinirenden Funetion für die Differential- 
gleichung in 7 nieht grösser als «, sein. (Speciell vgl. TAome, Journ. für 
Math. Bd. 83, 8. 120f.). Auf den Beweis dieser Sätze gehen wir hier 
nieht ein. — 


—) 
A,e "+. +A 


m—s’ 


Hinsichtlich der Bestimmung des Exponenten A sei noch darauf 
hingewiesen, dass, falls sämmtliche Coeffieienten A,, ... A, mehrfache Wurzeln 
der betreffenden algebraischen Gleichungen sind, im Allgemeinen ausser 
den Bedingungen der No. II noch besondere Bedingungen erfüllt sein 
müssen, damit der Grad der determinirenden Funetion für die Differential- 
gleichung P'(n) = 0 grösser als Null werde, also sich für den Exponenten 
A endliche Werthe ergeben, wie auch Herr Thome (Journ. für Math. Bd. 76, 
S. 299) bemerkt hat. 

Die Bestimmung der ganzen rationalen Function g(z) in dem Nor- 


1 Te 
malintegral e“* 


',xe".g(x) gestaltet sich wieder wie früher (8.9 f.), wir 
gehen daher hier nicht noch einmal darauf ein. — 

Wenn der Grad m des determinirenden Factors gleich Null ange- 
nommen wird, so geht das Normalintegral in ein reguläres 2".g(x) über. 
Wir wollen diesen einfachen Fall hier nicht besonders erörtern, da die Be- 
dingungen für das Eintreten desselben leicht aufzustellen sind; wir wollen 
vielmehr nur beiläufig auf eine Formel aufmerksam machen, welche sich 
durch Anwendung der Gleichung (6.), No. I, auf ein solches reguläres 
Integral »; ergiebt. Die logarithmische Ableitung. wird hier 


3 = Ar'+B,(e), 
z, = (- 1. Ar) +B,le), 
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also nach der angegebenen Gleichung 
«" dn RT yR ı! N 
= F(-1 "43 -2'.B(a). 
n di EN , m, !m,!...(l, +1)",.(,+1)"... Fi 
Sm, =%, ZL,m,=i-x). 


Andererseits ist aber doch 
r' d'n - A 

: — Pi ne LA Ro‘ 

N „5 A (A 1)...(A Am: 1) ! r.B(r); 


es muss also (wenn /,—1 für /, geschrieben wird) 


5 \ n ıI—4 X ı! 
A(A-1)...(A-i+)= E-DUTAL 


sein, was auch leicht verifieirt werden kann. (8. 32.) — 


Sa Hm ni 


IV. 
Als einfaches Beispiel für unsere obigen Erörterungen über die zu 
mehrfachen Wurzeln ®, der Gleichung F(0, e) = 0 gehörenden determiniren- 
den Factoren behandeln wir die Differentialgleichung zweiter Ordnung 


nr ‚ d’y du 
(1.) P(u)= — ta, —- +4 = 0 
\ J Y) d.r‘ 1 dx ‚ 1: Y h 
wo 
Sa +. +0, 2", Ber +rta,c”" 


ist. Um die möglichen Werthe der Zahl m-+1 zu erhalten, hat man 


,„ zu vergleichen; ist 7, >, , so ist 7, ein möglicher Werth von 
I,” 7, ° . 
m-+-1, und es kann dann ausserdem noch -, ma ein solcher Werth 
. . T, ie 7, f . . 
sein; ist aber Z- —n,, so kann nur , (vorausgesetzt. dass dies eine ganze 


— 


Zahl ist) einen möglichen Werth von m--1 darstellen. 
Ist 7,—n, ein Werth von m+1l,. so hat man zu bilden die zuge- 
hörige algebraische Gleichung 
F,(z, ®) = pu® (pi — (m )z")e+p: =V, 
wo 
u, er a at) 

und hier ist (da e=1, vgl. 8. 6) 

0 =Nn,—e;—n,) = 2n,—n, >0, 
daher 


27T Tea + No — IT, 
“ 


Pıi T z ,g, (x) = 9; (X) (EU), 


Paı ums ET u a le) — (€) (9,(0) #0), 
Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 1. 
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Man hat also o, als endliche einfache Wurzel der Gleichung 

F,(0.v,) =) +g(0) = 0. 
Da wir hier den Fall einer Doppelwurzel erörtern wollen, so können wir 
uns demnach beschränken auf die Betrachtung desjenigen Falles, in welchem 


[ . .. r IT, 
m--1 gleich der (als ganzzahlig vorausgesetzten) grössten der Zahlen z,, ,;' S 
- e: 
ist. Da die Grösse « hier gleich Null ist, so lautet die zugehörige alge- } 


braische Gleichung 


(2) Fia,0o)=v"+(p-(m+l)z").» +p=0 (pr=2"t.g, pp e"t).g), 
wo pP, p, nicht beide für = 0 verschwinden. 

Man erkennt nun leicht: Sind die Coeffieienten ©,, ©, ©, ... der 
Reihe nach Doppelwurzeln der betreffenden algebraischen Gleichungen, so 
sind die zugehörigen Zahlen vs, =2, ,=4...v1,=2,...; aus den zu 


F=( gehörigen Ableitungsgleichungen können, wenn p = | : | gesetzt wird, 


) 
NUr ©, ©, ++. ©, berechnet werden: und zwar sind die Finalgleichungen 
für diese 

FO,0)=0, Blo)=d, Ba)=9, Bow)=9, ... DEE) = 


wofür auch 


« ” r n nn (p—1) 
a of op, ch; oB; 
(3.) — se 0, sm on 0, A ren (), ne en () 
e od, or, od, Or, 


gesetzt werden kann; dabei müssen aber die nothwendigen Bedingungen 
y - \ ' 9—2 
(4.) F,. == , P,(v,) gr 0, PD, (®,) I Ö, ... op“ ı(v, ı) = () 


«PD — 
erfüllt sein, wozu für m = 2p-+1 noch die folgende kommt: 
(p-1) Mi 
P,,,@) =. 
Wir wollen die Gleiechungssysteme (3.) und (4.) einer näheren Prüfung 
unterziehen. 
Man hat offenbar für @ > 2: 


a 


Re lm, l n 
PB, = ;' (Fu+iF,_, 10) = ;! Fo+t GI)! F;_,101; 
ferner für © >4: 
O®;—ı u 1 . 1 
op, >= ;! Fo+ (i— 1)! F;_\10ı ge (G—2)! 
desgleichen für @& > 6: 


OP; —1 1 | N) 1 Y 1 h) 
ö + i! F.+ G—1)! -F,_1,10ı+ G—2)! F_,10+ (i— 3)! F; 3,103, E 


! 
P =Pb+ F,_,10:; 


se 


PB =B+ 


ov, 
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u.8. f. Gesetzt, man habe bereits bewiesen, dass für ö > 27 


' 1 1 | | 
7 pe) —_ E. ’ .- y Je Br 2 ® 
6) ® Fa G—1)! Fat a eg Finn 
so ist für © > 2z+2 
(x —1) 
,\ Zn n o®P;_,| 
u a a Er 
OD, 
l 1 | | 
= --H, F,_,10,++7; 19. + nn 
j! ur G—1)! i—1,1 17T I (i—x)! A (i 4 1)! i—7—1,1%; 


womit der obige Ausdruck (5.) für 2 unter der Voraussetzung i >> 2x 
allgemein bewiesen ist. 

Hiernach gestaltet sich das System der Bedingungsgleichungen (4.) 
folgendermassen : 


Pr, =0 
sr Ft 3, Fat, = 0 
(4°) sr Fat 4, Fatıt ar Putz = 0, 
2 Fat Fatıt & Fat Fu, = 0 





Um die Gleichungen (3.) explieite aufstellen zu können, beachte man, dass 
OP 1 I 05 


par) — pr) Ü v. 
2x 22 00, ” 2 dv: x 
ıst, WO 
275%) 
O ®;.- 2 F 2). 
Ns — 'ın —- 4 
00,-1 


also wird 


(x—?) 
oP; ' 
= —— 2e, 
O0, OU, 1 
oder nach (5.) 
‘ (z—1l) 
o®P;; | 
6. — — F,+2v 
( ) Ort, Bet = 


Wir erhalten also für z=1,... p die Werthe von ®,,.... ® 


(3°.) = — L. 1 F,. u | | d’p (x) | 


- x! ” a! d.ı* P7 y 


und diese Formel gilt offenbar auch für z=0. Die Werthe (3°) können 
natürlich auch unmittelbar vermittelst direeter Auflösung der quadratischen 
Gleichung F(z, vo) = (0 gefunden werden. 


4* 
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Hiermit sind die Gleichungssysteme (3.) und (4.) explieite gegeben. 
Das letztere liefert die Bedingungen dafür, dass unter den angegebenen 
Voraussetzungen endliche Werthe von v,,...v, existiren; erst wenn diese Glei- 
chungen (4.) erfüllt sind, kann von den Grössen ®,, ... v, überhaupt die Rede 
sein, und sie ergeben sieh dann als Lösungen des Gleichungssystems (3.). 
Die Gleichungen (3°) zeigen übrigens, dass, wenn (wie früher) 
u“ = m +9,24 +o,n? 


gesetzt wird, die Coefficienten von x’, x', 


x’ in a übereinstimmen mit 
den entsprechenden in —4p,, sodass 2«—p, mindestens von der Ordnung 
p+1 für 2=0 verschwindet; die Ordnungszahl des Nullwerdens ist gleich 
derjenigen von a,2”+--+a,,_,xz”*', welche durch die Bedingungen (4.) offen- 
bar in keiner Weise bestimmt wird (vergl. die allgemeinen Erörterungen 
S. 17 £.). 

Um nun die weiteren Coefficienten »,;1, %,4 v,_, zu berechnen, 
muss man die Gleichung (1.) dureh die Substitution 


vfs—]l PR 1 _m | —(m—p 
y- ee“ u, G (x ') = > YETT— m—p ®,T (mp) 


transformiren. Für 7 ergiebt sich die Differentialgleichung 


ev ‚y, Un dn 
/ \ „(m+1), MR 110} | ) y! 8 % 1 Dr. " & \ | 2 
ve - da? ı .(2P,+pı) dx ' (Pr pPı+tp.)n = Q, 
Wo 
‚G(@7)) 
7’ FR vn 4 1 o„— a (x 1) de er j 
a De 5 dx ni 
2 ara” ı) 
P, un zit + ) e —(7 (x I), d e 
d.r’ 


gesetzt ist. Bezeichnen ,. a3, die Ordnungszahlen des Unendlichwerdens 
der Coeffieienten in (7.) (nachdem durch den Coeffieienten der höchsten 
Ableitung dividirt ist) für = 0, so ist, wie aus den obigen Erörterungen 
folgt, 7, —-m-—p, 7; m-+1. Man hat nun die Bedingungen dafür aufzu- 
stellen, dass sich für die Grade der determinirenden Faetoren der Gleichung 
(7.) Zahlen = m—p—1 ergeben, und sodann diese determinirenden Faetoren 
selbst, sowie die zugehörigen Exponenten A nach der oben dargelegten 
Methode zu bestimmen. Jedenfalls muss man nach einer endlichen Anzahl 
algebraischer Operationen zu dem Ziele gelangen, alle Coetficienten von 
G(xz') und die zugehörigen Werthe des Exponenten A zu berechnen. — 

Von besonderem Interesse ist der Fall, in welchem sämmtliche 


re 
a a 














Günther, über lineare Differentialgleichungen. 24 


ud * 


Coeffieienten A,„, ... A, des determinirenden Factors e“ > endliehe Doppel- 
wurzeln der zu ihrer Bestimmung dienenden Ableitungsgleiehungen sind. 
also nur dieser eine determinirende Factor vorhanden ist. Es lässt sich 
nämlich zeigen, dass alsdann die Gleichung (1.), wenn sie überhaupt ein 
Normalintegral besitzt, sogar deren zwei hat, sodass ee" P(e“\n = 0 
zwei in der Umgebung von z=0 reguläre Integrale besitzt, und zwar 
ee, 9a, 
wenn die Wurzeln r,, r, der Gleichung 
r(r—l)+a,r+a, = 0 


von einander verschieden sind, sonst 


r 


=", lage 

Man kann diesen Satz entweder durch Fortsetzung des obigen Schluss- 
verfahrens beweisen, oder indem man allgemein die Frage behandelt, wie 
sich die Bestimmung des determinirenden Factors e’® > einer Differential- 
gleichung zter Ordnung gestaltet, wenn alle Coeffieienten in @(x ") endliche 
n-fache Wurzeln der betreffenden Ableitungsgleichungen sind. Durch Be- 
trachtungen, die an sich nieht ohne Interesse sind, auf die wir aber hier 
nicht eingehen wollen, weil sie dem eigentlichen Zielpunkt dieser Unter- 
suchungen ferner liegen, ergiebt sich dann, dass in solchem Falle allgemein 


B-3 Kar 


(wie schon oben für a = 2 gefunden) v, = — nr 
{ n N. 


FR | ist, und zu- 


. . . . » . . 2) . . Is» Ga 1 
gleich ergiebt sich die transformirte Differentialgleichung (für 7 = e"" ’,y) 


in einer Form. welehe für n=?2 in 


u; dn 


T -2°.a,, [( n = 0 
' de N ' 


4% C 


de: 
(e eine Gonstante) übergeht, woraus sich die Richtigkeit der obigen Be- 


hauptung durch einfache Schlussfolgerungen ergiebt. 


oO 


V. 

Wir wenden uns nun noch zu dem Falle, wo die Ausdrücke der Inte- 
grale von P(y) = Logarithmen enthalten, also die Form x’. EP/;(2"").log’x 
besitzen. Es soll als Verallgemeinerung des früheren Problems untersucht 
werden, unter welchen Bedingungen die beständig (ausser für = (0) eon- 


. > ° . Gm 
vergenten Potenzreihen ®;(x”') aus Functionen von der Form e’“" Br) 
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linear zusammengesetzt sind. Diese Frage kann leicht auf eine weit ein- 
tachere zurückgeführt werden. 

Wenn nämlich eine beliebige lineare Differentialgleichung Q(y) = 0 
(deren Coefficienten in der Umgebung einer singulären Stelle x = a sich wie 
rationale Functionen verhalten) ein Integral besitzt, welches in der Um- 
sebung von 2 = a die Entwickelung 


y- (ea). Fe" Ey,log*(e—a) 


ı=1 BG 
hat, wo W, = @,(|e—a]”) ist und die g,, in der Umgebung von r= a nach 
positiven ganzen Potenzen von z—a entwickelbar sind, so lässt sich zeigen, 
dass alsdann jedes Aggregat (w-a).e Ep, log’(e—a) für sich ein Inte- 
gral der Differentialgleiehung. sein muss. 
Zunächst überzeugt man sich leicht, dass die Substitution des obigen 
Werthes für y in die linke Seite der Differentialgleichung einen Ausdruck 


\ FRE A / Be . . . 
von der Form (2 —a). $e 'FEP,log’(re—a) liefert, wo die 2, sich in der 
ij] x 


Umgebung von 2 =a wie rationale Funetionen verhalten. Hieraus folgt 
nach einem von Herrn Fuchs bewiesenen Satze (Journ. für Math. Bd. 68, 
S. 356) für jedes x 
1) Ze", =0. 
ii 

Man kann nun leicht beweisen, dass eine solche Gleichung, wenn man die 
W;, als unter einander verschieden annimmt, nur dann bestehen kann, wenn 
die Funetionen 2, (wir lassen den zweiten Index fort) identisch verschwinden. 

Um dies zu zeigen, differentiire man Gleichung (1.), wodurch sich 
ergiebt 

(2.) ze" (Wib+®) - 0. 


Eliminirt man aus dieser Gleichung und der ersten etwa die letzte Grösse 


W re e r R R 
e ’, so erhält man eine der ersten analog gebaute Gleichung, die aber ein 
Glied weniger enthält: 


3) Zend = (0, 


und hierbei ist 


| ® P, 
Wi®+® W,B,+&),| 


v en N ” 
EEE an " 





EN EN 
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sodass auch die # in der Umgebung von r=a sich wie rationale Fune- 
tionen verhalten. Ein soleher Ausdruck #, kann, wie man leicht sieht, 
nur dann identisch Null sein, wenn entweder eine der beiden Funetionen 


DB 


oder 2, identisch verschwindet, oder W, = W, ist. 

Soll also (1.) gelten, so muss auch eine Gleichung (3.) derselben 
Art, aber mit einem Gliede weniger, bestehen. So kann man die Anzahl 
der Glieder immer mehr verringern, und da für p= 1 eine solche Gleichung 
e”.X,=0 die Folgerung X, = 0 nach sich zieht, so erkennt man, rück- 
wärts schliessend, dass auch (1.), falls die W; alle verschieden sind, nuı 
dann bestehen kann, wenn sämmtliche 2; identisch verschwinden. 

Hieraus folgt aber sofort die Richtigkeit der oben ausgesprochenen 
Behauptung, dass nämlich jedes der Aggregate (e—-a).e "FE y,log’(r—a 


für sich ein Integral der Differentialgleichung sein müsse. 
Damit ist das oben aufgestellte Problem zurückgeführt auf die Unter- 
suchung logarithmischer Normalintegrale von der Form 


. 1 pP 
(4) at." "ZW. (z)log”r. 
Vergleicht man diese Darstellung mit der anderen 


2’. ZB,(2").log’z, 


welche sich auf die Forderung stützt, dass sich das Integral in der Um- 
sebung von 2= x regulär verhalten soll, so erkennt man sofort, dass auch 
hier die beständig convergenten Potenzreihen R,(z) sich auf ganze rationale 
Funetionen g,(r) redueiren müssen, falls überhaupt Integrale von der Form 
(+4.) möglich sein sollen. 

Man kann dies auch in ähnlicher Weise, wie dies Herr Hamburger 
(Journ. für Math. Bd. 103, 5. 266 f.) gethan hat, aus der Reeursionsformel 
für die Coeftficienten einer solchen Potenzreihe B,(z) erschliessen. Man 
erhält nämlich für die Coefficienten der Potenzen des Logarithmus im 
Integral (4.) lineare Differentialgleichungen von folgender Form (wenn 
P'n) = et »,Ple® nr) ist, wo P(y)=0 die ursprüngliche Difterential- 
sleichung bedeutet): 

5) Plw,)) = 0, 
(5°.) P(w,£r)) =®_, [=} 


und hier ist ?2,_, eine homogene lineare Funetion von folgenden Grössen: 


p-r 
y,,, und den Ableitungen dieser Funetion bis zur (a—1)ten Ordnung, 
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und den Ableitungen davon bis zur (»-—2)ten Ordnung, u. s. w., w, und den 
Ableitungen bis (a—(p—r))ten Ordnung. Die Coeffieienten dieser Aus- 
drücke in 2,_, werden ganze rationale Functionen von x. 


gr. 
Man hat nämlich in 
P(n) = ZPw,log’r) 
den Coefficienten jeder einzelnen Potenz des Logarithmus gleich Null zu 
setzen. Glieder mit log’”xe werden offenbar nur aus denjenigen Gliedern 
,log“x erhalten, in denen «—r ist. Man hat 
y ne R 5 d’fp,,„log”t”x] 
»]7; ET VER, ER SR  „Alm+1) r+h'!VE 
P(w,.,Ioglt'e) = Pi Pr_ı' Zu 


ar Nat) j' 57 d’(log”+"r) =iw,;n 
Ei re Ta Paz a d.r‘ dar 
Nun ist aber, wenn 
(1y.i! 


FR Ep 3 
m !m.!.. um. 


iz naar ud m. 


> BER 3 Be - 
zu, =x% Z,m, =) 
vesetzt wird (sodass nach 8. 25 
A(A—1)...(A-i+l) = 30,4” 
x—1 


ist; C,=0 für z>i; Cu=0 ausser für ö= 0): 


17 


dloet"x : 

te) Er 1  y “ 2 \ Y n’ + N HL . 

d.r' an A Tr am 2.1 I h)..C,.. log T%, 
, 2—i) 


es wird also der gesuchte Coeffieient von log’xz in P'w,,,log”*’r): 


! y \ x ' Ami u 7 Y d’ ’ ww. + h 2 1 
h!(ı +-h nu Pn-IE va 1,0, ; N 
Ich j ih dx’ . 


Für A=0 wird dieser Ausdruck nichts anderes als P'(w,), wie zu erwarten 
war; man erhält also 2,_, 


‘ 


als negative Summe der obigen Ausdrücke für 
h=1,2,... p—r, woraus die ltichtigkeit des oben Gesagten erhellt. 

So erkennt man zunächst, dass die Recursionsformel für die Coeffi- 
cienten BY’ von ®, folgende Form haben wird (s. Hamburger, a. a. 0. 
S. 266) 

f. BP + fer m +1 ne te er v, 
wo 
f. = (A+m)(A+%— 1... (A+z—n+1)+a,(A+2).. (Atz—n+2)+--- 
+11 (A+2) ta, 


während die übrigen Funetionen f in Beziehung auf z von niedrigerem als 
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dem zten Grade sind. Hieraus folgt sofort, wie in dem von Herrn Ham- 
burger behandelten Falle, dass ®, nur eine ganze rationale Function y, sein 
kann. Stellt man dann die Gleichung (5’.) zuvörderst für e =p—1 aut: 


P (x A 4 B,_ı) — PD. 


so ist aus den obigen Formeln zu ersehen, dass auf der rechten Seite. nach- 
dem die Gleichung durch x” dividirt ist, eine ganze rationale Function 
von x steht; die Recursionsformel wird also hier folgende Form haben: 
BF T+- AHfermde VB . es 

wo (X? von einem gewissen z ab gleich Null ist; hieraus ergiebt sieh, dass 
auch ®%,_, nur eine ganze rationale Function sein darf, und dureh Fort- 
setzung dieser Schlussweise erkennt man die Richtigkeit der oben ausge- 
sprochenen Behauptung für B,_.. .-. Bu, — 

Da nach einem Satze des Herrn Fuchs (Journ, für Math. Bd. 68, S. 356) 
der Uoeffieient der höchsten Potenz des Logarithmus in einem Ausdruck 
(4.) selbst ein Integral der Differentialgleichung ist (vergl. (5%.)), so sieht 
man, dass die Bestimmung des determinirenden Factors e““ > (welcher 
letztere übrigens nach dem Obigen einer ganzen Integralgruppe gemeinsam 
sein wird) in genau derselben Weise vorzunelimen ist wie früher. Ist der- 
selbe dann ermittelt, so muss man die Differentialgleichung 


17 Gt bl 
Pin) =0277, ’.XE° Iu)= 0 


aufstellen und untersuchen, ob sie in der Umgebung von 2 = U reguläre 
Integrale besitzt. Die Exponenten derselben müssen Wurzeln der zu 2=0 
gehörigen determinirenden Gleichung sein. Hieraus folgt sofort, dass ein 
solehes mit Logarithmen behaftetes Normalintegral nur zu einem _ deter- 
minirenden Factor e““”) gehören kann, dessen sämmtliche Coeffieienten 
As... A, vielfache Wurzeln der zu ihrer Bestimmung dienenden algebraischen 
Gleichungen sind; denn nur wenn dies der Fall ist, kann der Grad der 
zu 2=( gehörigen determinirenden Gleichung grösser als 1 sein. Aber 
auch wenn diese Gleichung von höherem Grade ist, muss doch natürlich, 
damit logarithmische Normalintegrale vorhanden seien, die weitere Bedingung 
erfüllt sein, dass mehrere Wurzeln der Gleichung um ganze Zahlen (oder 
Null) von einander verschieden sind, sodass die Möglichkeit der Existenz 
solcher logarithmischen Normalintegrale sehr eingeschränkt ist. 

Die allgemeine Aufstellung der weiteren Bedingungen für die Existenz 


- 
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solcher Integrale stösst auf die Schwierigkeit, dass man nicht im Stande 
ist, die Ordnungszahlen des Verschwindens der Funetiönen p; für 2=0 an- 
zugeben. Auch kann die Aufstellung dieser Bedingungen kein wesentliches 
theoretisches Interesse mehr darbieten, da es ja nur darauf ankommt, fest- 
zustellen, wann eine Differentialgleichung von der Form P'(n) = r'.g(x) ein 
Integral der Form x'.g,(x) besitzt. 

Für die Differentialgleichungen zweiter Ordnung ergiebt sich die 
Lösung des Problems in sehr einfacher Weise aus Früherem. Wenn in 
diesem Falle überhaupt logarithmische Normalintegrale vorhanden sein sollen, 
so muss der Grad der determinirenden Function von P'(n)=0 gleich zwei 
sein; dies kann nur dann eintreten, wenn sämmtliche Coeffieienten A,, ... Aı 
der Funetion @(x=”') Doppelwurzeln der betreffenden algebraischen Glei- 
chungen sind. In diesem Falle aber können nach No. IV eventuell vor- 
handene Normalintegrale der Gleichung P(y) =0 nur die Form 
Ga)) 


\ vol s 
an,ee I due 


oder 

ae, eRD,logr 

haben; die einzig mögliche Form für ein logarithmisches Normalintegral 
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung der hier betrachteten Klasse 


ist also 
6 
x'.e® %ec+ologe), 
wo c,, c, ÜUonstanten bedeuten; die Bedingungen für die Existenz eines 


solehen ergeben sich leicht aus den früheren speciellen Erörterungen über 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
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Ueber die Jacobischen Functionen dreier Variabeln. 


(Von Herrn @. Frobenius in Zürich.) 


Iı der Abhandlung Ueber das Verschwinden der Theta- Functionen 
entwickelt Riemann (8 4. (5.)) die Relation 


Iu,—a,+r,)d(a,—u,+r,) _ ZD,Kr)yu(s2) ZDusr,)ru(o, &) 
Hu,—a,+t,)9(a,—u,+t,) Dt) gus,2) 2D,%t,)g.(o,{ 


wo sich « von 1 bis p bewegt, und D,9(e,) die (von Riemann mit 9,e 

bezeichnete) Ableitung von 9(e,) nach v, ist. Die Grössen e,=r, und 
v,=t, sind irgend zwei Werthsysteme, für welche 9(®,)=0 ist. Man kann 
dafür folglich zwei halbe Perioden mit ungerader Charakteristik wählen. 
Statt 9(e,) schreibe ich noch einfacher (ve), indem ich symbolisch mit r 
das System der p Variabeln e,. ©,. ... ©, bezeichne. Die ungeraden 'T'heta- 
funetionen, welche durch Vermehrung von @ um die halben Perioden r und 
t und Hinzufügung eines passenden Exponentialfactors aus 4») hervorgehen. 
seien 9,(e) und 9,(e), die beiden willkürliehen Punkte der Riemannschen 
Fläche, welche oben mit o, Z und s, z bezeichnet sind, will ieh kurz 
und 3 nennen, die Differentiale erster Gattung seien de, ... de), so 


dass u,—e, = / dw’ ist. In der Entwicklung von 9,(e) nach Potenzen 


von ©, ... ve, seien die Glieder der ersten Dimension Ya'’r,. Für den 
Punkt x sei 

de‘ :..:de® ==); ...:z2'P 
für den Punkt y sei 

et 1.0 yo 2 
Unter Anwendung dieser abgeänderten Bezeichnung lautet dann die an- 
gegebene Formel für den betrachteten Fall (vgl. Riemanns Vorlesung Zur 
Theorie der Abelschen Functionen für den Fallp= 3. Werke 8. 457: Weber, 


- 4 


4 iu 
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Theorie der Abelschen Funetionen vom Geschlecht 3., $ 13) 


yn 
9. / de) ” (F a“ IH al) yw) 
rt u A 


(1.) . = Br 
N le) (Zi KLERy) 


Folglich ist der durch die Gleichung 


2) z(9.( / dw) — ZadadD yw 
« A, 
4 


definirte Factor Z von « unabhängig, hat also für jede ungerade 'T’heta- 
funetion 9,(o) denselben Werth. In dem Falle p=3 seien 9, 9, ... 9, 
irgend 7 der 28 ungeraden Functionen. Setzt man für « der Reihe nach 
die Indices 1, 2, ... 7, so erhält man sieben Gleichungen, aus denen man 
die sechs Ausdrücke 2 y +2 y® und die Grösse Z eliminiren kann. 
Man findet so 


N Y \ 2) m» rm en rm 
8.) (9 / dw), U Be ri | = Oi 


Die linke Seite ist die Determinante siebenten Grades, deren sieben Zeilen 
man aus der aufgeschriebenen erhält, indem man «= 1, 2, ... 7 setzt. Die 
sieben ungeraden Charakteristiken kann man auf mannigfache Art so wählen, 
dass die sieben T'hetafunetionen zweiten Grades (9,(v))’ linear unabhängig 
sind. (Weber, l. ce. $ 5). Nimmt man dazu das Quadrat irgend einer geraden 
T'hetafunetion 9,0), so hat man acht gleichändrige Funectionen, die linear 
unabhängig sind. Da es nieht mehr als acht solehe Funetionen giebt, so 
lässt sich jede andere mit ihnen gleiehändrige Funetion auf die Form 


yo) = Zig,(9,(0))' 


bringen, WO 90, 9, ++. 9, Constanten sind. Ueber diese kann man so ver- 
fiigen, dass die Entwicklung von g(e) nach Potenzen von v', ©”, oe’ mit 
den Gliedern der vierten Dimension anfängt. Damit dies nämlich der Fall 
sei, muss g,= 0 sein und =i9.(a,0 +a,v -a, v'')’ identisch verschwinden. 
Ich werde nachweisen, dass die in dieser Forderung enthaltenen sechs 
homogenen linearen Gleiehungen zwischen den Grössen g,, ... 9, unter ein- 
ander unabhängig sind. Die Function gY(e) ist folglich durch die ange- 
gebene Bedingung bis auf einen eonstanten Factor vollständig bestimmt, und 


zwar ist 


24 m 


{ e\ u ( N 2 2) ı? m zj ! ! 2 
y(e) = |(I,(0)), a, a,, @, , 0,0, , 4, @,, 4,Q,|. 
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Nach Gleichung (3.) ist daher 
4) yl/ do)=0, 


oder die Funetion g(e) verschwindet identisch, wenn man 


(&) 0 [ dw” 7=1,2,3) 


setzt, wo x und y zwei willkürliche Punkte der Riemannschen Fläche sind. 
Die Glieder der vierten Dimension, mit denen die Entwicklung von 
y(e) anfängt, und deren Coefficienten, wie ich zeigen werde, nicht sämmtlich 


2 


verschwinden, bilden eine ganze Function vierten Grades F(e', vo, vo) oder 
kurz F(v). Lässt man nun in der identischen Gleichung (4.) den Punkt y 
unendlich nahe an x heranrücken, so erhält man F(dw) = 0, oder weil 


Z77 
» 


dw': de": de" = x:z2":x ist, 
wi Pe)‘, 


Riemann hat (l. e. S. 459) bewiesen, dass zwischen x, x 


7 


‚x eine homo- 
gene Gleichung des vierten Grades besteht. Die oben ausgeführte directe 
Herstellung derselben zeigt, wie man die Üoeffieienten dieser Gleichung 
aus den Coefficienten der 'T'hetareihen zusammensetzen kann. Da dureh 
die Coeffiecienten von F(e) die Perioden der T'hetafunctionen bestimmt sind. 
so kann man eine Function g(v', v, vo) bilden, in deren Entwicklung die 
Glieder der vierten Dimension einer willkürlich gegebenen Function vierten 
Grades F(e) gleich sind, und wenn k eine Constante und g(e) eine homo- 
rene quadratische Function ist, so ist 


ke’ op(ko', ko, ko) 


- 
Pi 
- 

1) 


die allgemeinste Function, die den nämlichen Bedingungen wie (eo 


m 


nügt. Ist 
o’F 


nG(v) = BRETT, 


die mit einem beliebig gewählten Factor » versehene Hessesche Covariante 
von F(v), so kann man zeigen, dass die Glieder der sechsten Dimension 
in der Entwicklung von gy(e) die Form K@(e)-+-Qle)F(e) haben müssen, 
wo die Constante K und die quadratische Funetion Q(e) unbestimmt sind 
($ 11). Wählt man % und g(e) so, dass diese Glieder gleich @(o) werden, 
so ist nunmehr die Funetion Y(e) vollständig bestimmt, und folglich muss 
das Aggregat der Glieder irgend einer Dimension in der Entwicklung von 
y(e) eine rationale Covariante der Function vierten Grades F(e) sein, 











Frobenius, über die Jacobischen Functionen dreier Variabeln. 


Ist p>3, so ist eine Riemannsche T'hetafunetion zweiten Grades 
nicht dadurch bestimmt, dass sie mit (I(v))’ oleichändrig ist, und dass in 
ihrer Entwicklung die Glieder nullter und zweiter Dimension fehlen, sondern 
= pip+1) 


En 


es glebt dann 2° — linear unabhängige Funetionen dieser Art. 


Dieselben müssen aber sämmtlich identisch verschwinden, wenn man für 
die Variabeln die Integrale (5.) substituirt. Es giebt aber, falls p > 3 ist, 
auch "T’hetafunetionen zweiten Grades mit nicht verschwindender Gruppen- 
charakteristik, die unter jener Annahme verschwinden. Z. B. entspricht, 
falls p = 4 ist, jeder der 255 nicht verschwindenden Gruppencharakteristiken 
eine bis auf einen constanten Factor völlig bestimmte gerade T'hetafunetion 
zweiten Grades, die für die Werthe (5.) Null ist. In der Entwieklung einer 
solehen Funetion ist das constante Glied Null, und sind die Glieder der 
zweiten Dimension von der Charakteristik unabhängig. 

Herr Weierstrass hat (Berl. Monatsber. 1869: 5. 855) darauf auf- 
merksam gemacht, dass man das Additionstheorem benutzen kann, um aus 
partieulären Lösungen der zwischen den 'T’hetafunetionen bestehenden Re- 
lationen die allgemeine Lösung abzuleiten. Unter einer partieulären Lö- 
sung wird eine solche verstanden, welche man erhält, indem man die Ver- 
änderlichkeit der Variabeln ®', ... e dadurch beschränkt, dass man zu 
den identischen helationen zwischen den 'T'hetafunetionen noch einige will- 
kürlich angenommene Gleichungen hinzunimmt, unter denen natürlich höch- 
stens p—-1 unabhängige sein dürfen. Um aber zu einer brauchbaren parti- 
eulären Lösung zu gelangen, ist es von der grössten Wichtigkeit, jene will- 
kürlieh anzunehmenden Gleichungen in geschiekter Weise zu wählen. Nun 
weist die Riemannsche Formel (1.) darauf hin, dass es sich empfiehlt, die 
p Variabeln ©‘, ... o'” mittelst der Gleichungen (5.) durch zwei unab- 
hängige Variabeln auszudrücken, also für p=3 die Veränderlichkeit von 
v,v,v durch die Gleichung %(e) = 0 einzuschränken. 

Herr Schottky hat in seiner Arbeit Abriss einer Theorie der Abel- 
schen Functionen von drei Variabeln, um zu der Darstellung (5.) zu gelangen, 
eine Relation @=0 aufgestellt (S. 46, Formel (9.)), deren linke Seite eine 
ungerade Thetafunetion neunten Grades ist. Denn sie ist eine Determinante 
dritten Grades, deren Elemente /,, ungerade T'hetafunetionen dritten Grades 
sind. Daher ist zu vermuthen, dass @ durch die oben definirte Function y 
theilbar ist, und in der 'T’'hat werde ich ($ 11. (8.)) nachweisen, dass unter 
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Anwendung der Bezeichnungen des Herrn Schottky 


G = 1%0,0,...0; 


ist. Die Funetion g, deren Untersuchung den obigen Andeutungen nach 
den Mittelpunkt der Theorie der T’hetafunetionen von drei Variabeln bildet, 
tritt zwar in der Darstellung des Herrn Schottky nirgends explieite auf, 
Aber sie kommt nicht nur selbst als Factor verborgen in der Determinante 
@ vor, sondern ihre Eigenschaften werden auch an mehreren andern Stellen 
seiner Arbeit in versteckter Form entwickelt und benutzt. Für das tiefere 
Verständniss dieser so überaus schwierigen und wiehtigen Arbeit ist daher 
die genauere Untersuchung dieser Funetion, die, den Hauptinhalt der fol- 
senden Entwicklungen bildet, von besonderer Bedeutung. Um nur ein 
Beispiel anzuführen, so scheint das Gesetz. nach welchem Herr Schottky 
die eonstanten Factoren der ungeraden Sigmafunetionen wählt (S. 34, For- 
mel (79.)), ziemlich verwickelt. Im Wesentlichen kommt es aber darauf 
)=Yh,9,(o) der 
redueirte Werth von g(e) für die der Charakteristik « entsprechende halbe 
Periode ist. Aus diesem Gesetze ergiebt sich, dass jener Uebergang von 
den T'hetafunetionen zu den Sigmafunctionen auf 36 verschiedene Arten aus- 
geführt werden kann. Den Zusammenhang zwischen irgend zwei derselben 
habe ich in $ 10 entwickelt. 

Der Untersuchung der Thetafunctionen von drei Variabeln schieke 
ich als Einleitung ($ 1) einen kurzen Abriss der allgemeinen Theorie der 
Jacobischen Funetionen erster Ordnung voraus. 


hinaus, dass der constante Factor %, in der Gleichung o,(v 


In den $$ 3, 4, 5 und 14 entwickle ich die wichtigsten Darstellungen 
und Eigenschaften der Funetion y(v). Die $$ 6, 7 und 8 enthalten die 
analytischen Grundlagen für die Theorie der Wurzelfunctionen zweiter Ord- 
nung, die $$ 11, 12 und 13 die für die Theorie der Wurzelfunctionen dritter 
Ordnung. 


$1. 
Die geraden und ungeraden Jacobischen Funetionen erster Ordnung. 

Die allgemeinen Jacobischen Functionen von go Variabeln habe ich 
in meiner Abhandlung Ueber die Grundlagen der Theorie der Jacobischen 
Functionen (dieses Journal Bd. 97) dadurch definirt, dass sie im Endlichen 
überall holomorph sind und 20 Gleichungen von der Form: 








Frobenius, über die Jacobischen Functionen dreier Variabeln. 


1) Hataas + ta.) = Hit, -.- a,)Ele.+2a;,,(u.+3@;,)] 
befriedigen, wo E[z] die Funetion e’”* bezeichnet. Die Grössen 
Au - +. Ga ul 4 ...29 


sind 2e arithmetisch unabhängige Perioden, aus denen sich nicht unendlich 
kleine Perioden zusammensetzen lassen. Diese Bedingungen sind nur und 
stets dann mit einander verträglich, wenn die Ausdrücke 


’ ' 
=; (a,, dj; —4;,;4,. . k, 7 


ganze Zahlen sind, und wenn für alle Werthe der 2g Variabeln x,, die den 
o linearen Gleichungen 

Pr; a; 174 T, = 0 
genügen, die Form j 

iS, hr Tr; 

2,3 e : 
positiv ist, und nur verschwindet, falls jene Variabeln sämmtlich Null sind. 
Das Zeichen x bedeutet hier die zu x eonjugirt complexe Grösse. Sind 
Yıyz ... n,, ganze Zahlen, und setzt man 
a, —. Sa, N,» a‘; = Sa;, N.» 


so ist (vgl. die Anmerkung zu Formel (13.)) 
(2) IKdata, ...%+0) = Hu, ... „,)Ele+Za,(u+3a;)]. 


wo 
(3.) e= Sc,r, +45 kh,;r,r; 


(h.7 


ist. Das Zeichen S benutze ich hier und im Folgenden immer für Summen, 
bei denen nicht jeder der Summationsbuchstaben unabhängig von dem andern 
alle in Betracht kommenden Werthe durchläuft, sondern bei denen für «, A 
nur alle verschiedenen Paare ungleicher Zahlen gesetzt werden sollen, also 
von zwei conjugirten Paaren, wie oe, % und ?, « nur das eine (gleichgültig 
welches) genommen werden soll. 

Die Anzahl der linear unabhängigen Funetionen, welche unter diesen 
Voraussetzungen den obigen Bedingungen genügen, ist gleich der Quadrat- 
wurzel aus der Determinante (2o)ten Grades #,;, die stets von Null ver- 
schieden ist. Nehmen wir nun an, dass %k,, =1 ist, so ist die Function 
I(t,,...0,) bis auf einen eonstanten Factor durch die obigen Bedingungen 
vollständig bestimmt. Setzen wir weiter voraus, dass die Parameter e,= Ik, 
Hälften ganzer Zahlen sind, so ist diese Function gerade oder ungerade. 
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Das System der eo Variabeln u... u, bezeichne ich symbolisch mit 
einem Buchstaben x, das System der e Grössen 4a, ... Ja, mita. Ferner 
setze ich 

(4) Ele +2a,(w+3a))] — n[2a](w) 
und schreibe die Gleichung (2.) in der symbolischen Form 

5.) +u+2a) = Hu)n|2a](w). 
Sind s,, -.. 8, ganze Zahlen, und bezeichnet 25 das System der o Grössen 
b = <= 0,.8.; so setze ich 


(6.) EllSk,;r,s;+1&k,r,s,] 


r} 


a,b 


und 
(T.) EIS k,,r,r;+ lk,r,]| = (aa) = (a). 


a,F 


D- 


r 


ahlen r,. ... r,, von O bis 1, so ist dann fl. e. 


fd) 
% 


Bewegt sich jede der 29 
S. 46, (5.)) 
S, =(a) = 2? u, 
, / 
wo «=-+1 oder —1 ist, je nachdem I(w) gerade oder ungerade ist. Dem- 


nach ist 


(9.) Hu) = udn). 
Man kann die Zahl « auf folgendem Wege berechnen: Sei #,,= %k,,. wenn 
das Paar «, 3 in der Summe $%,;r,r, vorkommt, und k,,=Kk,(= -—k,‘ 


und k,, = 2k,. Dann ist die symmetrische Determinante #4 
(mod. 4) und 


„= k — 1) 


u=(—1) " =(—l) * 
Indessen mache ich von diesen Formeln im Folgenden keinen Gebrauch. 
Aus der Funetion 9(») kann man durch Vermehrung des Arguments 
um halbe Perioden und Multiplieation mit einem Exponentialfactor andere 
Jacobische Funetionen erster Ordnung mit denselben Perioden, aber andern 
Parametern ableiten. Zu dem Ende setze ich 


(10.) ElZ 3a, (u+4a,)+ BD kusrarst 1&%k,r,| = nlal(u 
oder auch = n,(w), und 
(11.) E43 hu,r.ss;+4&h, r.8,] = YV(a, b). 
Für den Fall, dass die Zahlen r, oder s, alle gerade sind, gehen diese 
Definitionen in die Gleichungen (4.) und (6.) über. Da 
b,= &a,s,, bb, = ui, 
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ist, so ist 
(12.) (a,b, —b,a;) = n) kur. > Schualr.85—8. r;). 
I. As As 


Mit Hülfe dieser Relation ergiebt sich leicht die Formel *) 4 


13.) 7.@) = V(a, b)n,(u-+b)n,(u). . 
Mit ab oder a+b bezeichne ich das System der o Grössen }(a,+b,) oder 
auch das System der 20 ganzen Zahlen r,+s. Nunmehr setze ich 

14) la) = I.) = ur 
Das Zeichen a, unter welchem ich das System der oe Grössen 4a, oder 
das System der 20 Indices r, verstehe, nenne ich die Charakteristik der 
Funetion 9,(a). Aus dieser Definition ergiebt sich 
Yu+a+b) 


F,(u u; b) ua a u te Fu (u) - n.»(u) 


N.a(u+b) ° 
und folglieh nach Formel (13.) die Gleichung 
(15.) 9,(u+b) = V(a, b)9 ,„(u)n,(u), 
welche eine Verallgemeinerung der Gleichung (14.) ist. Besonders häufig 
gebraucht man die folgende aus dieser Gleichung fliessende Formel: Ist 
u+v = w-+s, und bedeuten a, b, c, d, p halbe Perioden oder Charakteristiken, 
so Ist | 
a) ee ee). 
d.(w+p)du(ls+Pp) V(ed,p) Fr(W@)Iu,(8) 
Nach Gleichung (5.) ist 
ur ö 3(u+ a+ 2b) ”u+a)n[2b](u+a) 
> 28 =) ee ‚= = — 
ee ee nla-+2b](u) 
und folglich 
Flu) _ n|2b-+a](u) ER 2 u ER i 
In(u) n[2bd)(urta)n.lu) Y(2b, a)=(b,«), 
also 
(17)  Im@u) = (b, a) (u). 


Dieser Formel zufolge stellt der Ausdruck 9,(a), falls man den Zahlen 


*) Daher ist 7 [2ab](u) = n[2a](u+2b)n[2b](u). Gilt also die Formel (2.) oder 
(5.) für die beiden Perioden 2a und 25, so ist 
Fu+2a+2b) = n[2a](u+2b)I(u+2b) = n[2a|(u+2b)n[2b] (u) (u) = n[2ab](u)% (u), 
und mithin ist jene Formel auch für die Periode 2ab richtig. Da sie nach (1.) gilt, 
wenn eine der Zahlen r, gleich +1 und die übrigen Null sind, so ist sie damit all- 
gemein bewiesen. 


De in Vs Pe bi 
ae ie et ni ” B 
a > r a 


Ne Da ae 
EEE 
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rs +++ 3, Alle möglichen Werthe ertheilt, nur 2° wesentlich verschiedene 
Funetionen dar, die man erhält, indem man jeder der Zahlen r,. ... r,, die 
Werthe 0 und 1 beilegt. Ersetzt man in der Formel (15.) 5b durch 2b, so 
erhält man 


3+,(u+2b) = V(a, 2b)9,„(W)n|2b|(w). 
Setzt man also 
(18) (Ca,b))=((b,a)) = (a, b)\(b, a) = Ell&Kk,;r,s;]. 


Ze | 


so erhält man die Formel 
(19)  9,(@u+2b) = ((a,b))I,(uw)n[2b]|(u). 
welche eine Verallgemeinerung der Formel (5.) ist”) 

Setzt man in der Gleichung (17.) b= a, so findet man 

20.)  I[-allu) = (a)Fla]|(u). 
Ferner ist 
3[-al(-u) = 1 en a) 5 u a) 
n|—a]l(—u) n|a](u) 
also 
21.) 9l-all-u) = uYla|(u). 
und folglich 
(22.) 3,(—-u) = (a)uY,(u). 
Die Function 9,(a) ist also gerade oder ungerade, je nachdem (a) = +1 
oder —u ist, und je nachdem heisst auch die Charakteristik «a gerade oder 
ungerade. Befinden sich also g gerade und % ungerade unter den 2° Func- 
tionen 9,(u), so ist g+h= 2"? und nach Formel (8.) g—h = 2°, und folglich 
g=2r(22+1), h=2n'2?—]). 

‘s ist nun leicht, alle die Sätze, die ich in meiner Arbeit Ueber das 
Additionstheorem der Thhetafunctionen mehrerer Variabeln (dieses Journ. Bd. 89 
über die Charakteristiken der T’hetafunetionen entwickelt habe, auf die hier 
gegebenen Definitionen zu übertragen. Zwischen den Symbolen (7.) und 
(18.) besteht die Beziehung 

(23) ((a,6)) = (a)(b)(ab), 
Je nachdem dieser Ausdruck gleich +1 oder —1 ist, heissen die beiden 
Charakteristiken a und b syzygetisch oder azygetisch. (Diese Definition 


*) Die Ausdrücke (a,b) und ((a,b)) habe ich in meinen bisherigen Arbeiten (vel. 
dieses Journ. Bd. 89, S. 190) mit (”) und (a,b) bezeichnet. 


6* 
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kommt nur zur Anwendung, wenn a und 5b Gruppencharakteristiken sind, 
d.h. als Summen einer geraden Anzahl der ursprünglichen Charakteristiken 
zu betrachten sind.) Je nachdem ferner der Ausdruck 


((a, b, e)) = (a)(b)(e)(abe) = (be)(ca)(ab) = ((b, e))((e, a))((a, b)) = ((ab, ac)) 
gleich +1 oder — 1 ist, heissen die drei Charakteristiken a, b, ce syzygetisch 
oder azygetisch. (Diese Definition kommt nur in Betracht, wenn a, b, e 
einfache Charakteristiken oder Summen einer ungeraden Anzahl derselben 
sind.) Dieser Ausdruck bleibt ungeändert, wenn jede der drei Charakte- 
ristiken um dieselbe Charakteristik r vermehrt wird, 
((ar, br, er)) = ((a, b, c)). 

Ein System von 20-+2 Charakteristiken, von denen je drei azygetisch sind, 
heisst ein Fundamentalsystem. Ist r eine beliebige Charakteristik, und bil- 
den @,, @,, ... @,,,, ein Fundamentalsystem, so bilden auch a,r, a,r, ... ar 
ein solches. Die 2° verschiedenen Fundamentalsysteme, die auf diese Weise 
aus einem erhalten werden, nenne ich eine Schaar von Fundamentalsystemen. 
(Ich habe sie l. ec. einen Complex genannt.) Sind a, b, c, d vier Charakte- 
ristiken eines Fundamentalsystems, ist s ihre Summe, und ersetzt man diese 
vier durch as, bs, cs, ds, während man die übrigen unverändert lässt, so 
erhält man wieder ein Fundamentalsystem. Ist die Summe der ungeraden 
Charakteristiken in dem ursprünglichen Fundamentalsystem gleich k, so ist 
sie in dem abgeleiteten gleich As. 


$ 2. 
Die Jacobischen Funetionen dreier Variabeln. 

In dem Falle o = 3 bezeichne ich die 8 Charakteristiken eines be- 
liebigen Fundamentalsystems mit @,, @,, ... a, oder noch einfacher mit 
101, [1], ... [7]. Unter denselben befinden sich entweder 3 oder 7 ungerade. 
Ihre Summe, die eine gerade Charakteristik ist, bezeichne ich mit k, die 
Summe aller 8, die = 0O(mod. 2) ist, mit 

(1). [012..7] = 2 
Sind «, ?, y, Ö verschiedene Zahlen von O0 bis 7, so stellt [k«P] die 28 
ungeraden und [k«/y0) die 35 von [%] verschiedenen geraden Charakteristiken 
dar. Bedient man sich also des Zeichens (7.) $ 1, so ist 
(2) (keß)=—(h), (kapyd) = -+(k). 


Durchläuft r alle 64 Charakteristiken, so durchläuft [Or], [Ir], ... [7r] eine 





a 
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Schaar von Fundamentalsystemen. Unter denselben befinden sich acht, die 
aus einer geraden und sieben ungeraden Charakteristiken bestehen, und 56, 
die aus fünf geraden und drei ungeraden bestehen. Im jedem dieser 64 
Systeme ist die Summe der ungeraden Charakteristiken eongruent #4. Um 
alle 36.64 Fundamentalsysteme aufzustellen, genügt es, aus jeder der 
36 Schaaren von je 64 Systemen einen Repräsentanten anzugeben. Sind 
a,ß,y,0,z,4, u,v die acht Zahlen von 0 bis 7 und ist a = [ey] = [zAur), 
so bilden 
[oa], [Ba], [yal, [da]. I). [Al [ul [Pr] 

ein Fundamentalsystem, in welchem die Summe der ungeraden Uharakte- 
ristiken congruent ka ist. Da man die acht Charakteristiken des ursprüng- 
lichen Fundamentalsystems auf 35 Arten in zwei Halbsysteme von je vier 
Charakteristiken zerlegen kann, so erhält man auf diese Weise (zusammen 
mit dem ursprünglichen Fundamentalsystem) 36 Repräsentanten für die 36 
Schaaren von Fundamentalsystemen. „Jeder geraden Charakteristik # ent- 
spricht eine bestimmte Schaar, die aus allen denjenigen Fundamentalsystemen 
besteht, für welehe die Summe der ungeraden Charakteristiken eongruent % ist. 

Ist ab =2j, so ist nach Formel (17.) $ 1 

(ja, ka)9|ka|(u) = I|ka+2j+2a]|(u) = I kb-+4a|(u) = I|kb\ m). 
also 

(3.) ITkb](u) = (ja, ka)I|ka|(u) = (j, k)(jk, a)(k)(ka)I\hka|(u 
und speciell 
(4) Ianzs(au) = (j, k)(jk, 0123) Ia(u), Prosa) = —(J, Dh Ir). 

Ist « eine Variable (d.h. ein System von 3 Variabeln «, «, w 
und s eine Uonstante, und bewegt sich 4 von 0 bis 7, so sind die acht 
&. Denn aus der Gleichung 


= ( RK f A. EZ 
0,9, u)F,, (u m $ u. 0 


Producte 9,,(u)9,,(u+-s) linear unabhängi 


folgt, wenn man @ = |«] setzt, C,=0. Da es nicht mehr als acht gleich- 
ändrige Jacobische Funetionen zweiten Grades giebt, so besteht mithin, falls 
ve und w Constanten sind, eine Relation von der Form 

CI, (u+e)I$(u+w) = 20,9I,(u)I,,(ute+w). 
Setzt man vu=[e], so erhält man C,9,(0)9,(e+w) = (a«)C9,,(e)4,,(w). Das 
hier auftretende Argument 0 (d.h. «=uw =u" =0) ist nieht mit der 
Charakteristik [0] zu verwechseln. Man findet demnach das folgende zu- 
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erst von Herrn Weber aufgestellte Additionstheorem 
5.) HlLN)I,E+w)I,(w+u)I, (ut) = EHI, u), or), low) (ute+w). 
Ist a eine beliebige Charakteristik, und ersetzt man das Funda- 


mentalsystem der Charakteristiken [A] durch das der Charakteristiken [aA], 
so bleibt k ungeändert, und folglich erhält man 


6.) (0), (e+w)I,(w+u)I,(utr) = (ak) F,.,(u) IE Hure tw). 


$ 3. 
Die Werthe der Function g (u) für die 63 halben Perioden. 
Jede Jacobische Function zweiten Grades, die mit (%(w))’ gleich- 
ändrig ist, lässt sich auf die Form 


1) 9W = Eig(Iul)) 
bringen. Verschwindet sie für »=0, so ist ,=0. Sollen ausserdem die 
Glieder zweiter Dimension in ihrer Entwicklung verschwinden, so muss 
identisch 
Sig(awW+ta)u+a' u) = 0 
/ 
sein. Dabei ist mit 
u, = aun+ta,u +a, u a=1,2,..n 
das Aggregat der Glieder der ersten Dimension in der Entwicklung von 9, (%) 
nach Potenzen von a bezeichnet. Durch jene Gleichung sind die Verhält- 
nisse der Grössen g, bestimmt. Bedient man sich der Abkürzung 
LER | a ı)| h=a,ß,Y 
A AR \A,, Az, A,) v8 ‚a, \ (u == 1, ) 1) 
und setzt man 


9 > fasf2srfarrfass  Sfsofrscher; 
+9 u Fesrlapı las le 7’y u en fa fa Ir’» 


wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem Ara AP'yy 


so Ist 


eine eigentliche oder uneigentliche Permutation der Zahlen 1, 2, ... 7 ist. 
Um die Determinanten f,;, zu berechnen, führe ich die Abkürzungen 
ein 
2) HO)=cC InsO) = 6,3; 
so dass nach Formel (4.), $ 2 
3) au = (3 KCik, apyo) euro 
ist. Setzt man nun in der Formel (6.) $2 a=[0], v=[57], w = [67], so 
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erhält man 


FE mi’ KernN » ( Bw \ 
() un zi(h, 6) Cr alu) Franz (U). 


Bei der Berechnung des Vorzeichens ist zu berücksichtigen, dass 
AN / a, \ Un \' \ mu . 
(4.) (B, 2%; «))((@, P)) = —| 
und folglich 
F\ an 0 u Aa fe‘ 
(9.) (aß, / Ö)) = 1, (ap, 7 Ö)) = (yo, aß) 
ist. Aus jener Formel folgt 
0 = zi(h, 6 7A) Cyorr Cur53 Cusca 2 > 
und wenn man u, =w=( setzt: 
(3, 3967 ) Car Cn75 Cinch + (E, LI6T) sr az eusche = 0. 
Setzt man also 
fı2s — (1, 2)(2. 3) (3, 1)(123, U) Cyas5 Coas7 Cursr Cuso7; 
so ist 43 = 4. Da ausserdem /,, ungeändert bleibt, falls man die Indices 
unter einander vertauscht, so ist /,;,, =! von den Indices 1, 2, ... 7 unab- 
hängig. Demnach ist 
9; nn —['(23, 4567)(45, HUY)TT;(e;, Ca) Rs (Crs, Cs», 
(Cy46 Cs; C347 Cu356 7 ©1357 C315 Cıns6 Ena7)- 
Setzt man aber in der Formel (5.) $2 „= [056], » = [047], w = [146], so 
findet man 
N 1) D 3A AB 7ZMIO DAN , 
(6) | (3, k)(0, 1)(2, 3) (4, 5)(6, 7)((O, 246) )eCu123 Cor Cu 
| — Co2a6 Cu257 ©0347 Cu3s6 — C357 Cu336 Cu250 Cun47° 
Bedient man sich also der Abkürzungen 


(7)  &;= (ka)(e,P)= —e,, 
und 


IN 7 

(8.) uw ‚Il8. 
so erhält man (vgl. Schottky, 1. e. S. 29) 

u "elj, k)(Ol)e Ml;c,..,; 
u,v 
wo u, v alle verschiedenen Paare von je zwei der Indiees 2, 3,...7 
durchlaufen. 
Ist a irgend eine halbe Periode, so nenne ich den Ausdruck 


9, Bo p(a) 
Ser BE Ey 
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den redueirten Werth der Function y(a) für w=a. Derselbe bleibt un- 
geändert, wenn a durch eine congruente halbe Periode ersetzt wird. Setzt 
man in der Gleichung (1.) «= [0«]|, so erhält man e’g, = (k0o, Ode) h,, und 
folglich 
ey) = Zi(k, Vi), Inu). 
/ 

Indem man nun über den eonstanten Factor der Function pw) eine be- 
stimmte Verfügung trifft, kann man den obigen Entwicklungen zufolge setzen 

hu, = —(j, k)(k, VA)e(ITe,;.,) Q=1,2,...7), 

Br ° 


wo u, v alle Paare der 6 von O und 4 verschiedenen Indices durchlaufen. 
In dieser ganzen Rechnung ist der Index 0 bevorzugt. Bevorzugt man 
einen andern Index «, so findet man, dass für jeden von « verschiedenen 
Index 
10.) hu = (5 h)ek, aß)e(Hle.z) 

Da A.= h, ist, so ist hier der ceonstante Factor von y(u) in derselben 
Weise gewählt, wie vorher, und demnach ist 

(11) :eple) = z(h, ol) (ch)h,lI,)- 
Der Ausdruck A,; bleibt ungeändert, nicht nur wenn « oder 5, sondern auch 
wenn 4 durch eine mod. 2 congruente Charakteristik ersetzt wird. 

Um nun auch die redueirten Werthe von g(«) für die übrigen halben 
Perioden zu berechnen, betrachte ich ein anderes Fundamentalsystem. Sei 
b = [0127] und 

ib, bb TB, 7-8, 5-3 ei do 
also 4’ = kb und j =,j (mod.2). Dann ist nach Formel (10.) 
3, = —-(j,k)(k, 34)9 (#0) IT IK 3 Eur KO). 
Nun ist aber E5 
Ik) = I[kb| = (j, k)(jk, b)I[k3456|, 93456 | = Ikjj) = |j, k]9 KR). 
Durchläuft « die Zahlen ©, 1, 2, 7 und v die Zahlen 5, 6, so ist 
kB Huv) = 9[k34urbb) = (b, kdLur)9[kdtur] 
und 7/7 (b, kB4ur)=1. Sind « und v zwei der Zahlen 0, 1, 2, 7, und sind 
o und o die beiden andern, so ist 
kt ur)=9[k3Lurbbb| = (burv, k3400)9|k3400] 
und //(bur, kdbur)=(b, kb34). Daher ist 


hy, = —(j, K(k, 34)e(ITe,,,,)= hu. 
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Setzt man ferner a=[V123], so ist 
h,=h.=—(j,k)(k', 37)9[K (0) A IKT ur (0). 
Nun ist aber 
Ik) = I[kb| = (3, kb)I|ka37|. 
Durehläuft « die Zahlen O0, 1, 2 und » die Zahlen 4, 5. 6, so Ist 
IKT ur) = 9k3Turbbb| = (Tb, kauvr)I| kaur) 
und 7/7(7b, kauv) =(7b,kb). Sind « und v zwei der Zahlen 0, 1, 2, und 
ist o die dritte, so ist 
Ik3Tur) = 9k3Tur) = (0, kdTur)dlkato] 
und //(o, k3Tur) = — (3a, 37h). Sind « und v zwei der Zahlen 4, 5, 6. 
und ist o die dritte, so ist 
Ik3Tur) = I|k3Turbb] = (b, k3Tur)I|k3T ur] 
— (k)(jkb, ka3o)I|kVO120| = (k)(jkb3, ka3o)I|ka5o 
und /I(k)(jkb3, ka3e) = (k)(jkb5,k37). Daher ist 
(12) 4,= (ja, a)( I19|kauv|(0)). 
wo 1 die Zahlen 0, 1, 2, 3 und » die Zahlen 4, 5. 6, 7 durchläuft. Oder 
es ist 
(13.) kurs = (J, ePyo)II(e;.,, C,,3, Cu38, € 
wo v die vier von «, 5, y, 0 verschiedenen Indices durchläuft. Die 
Uharakteristiken der 16 geraden T’'hetafunetionen, deren Nullwerthe in dem 
Produete A, vorkommen, sind die sämmtlichen geraden Charakteristiken, 
welche zu a addirt eine ungerade Charakteristik ergeben. Da 
344567 ur) = (ja, kaur)I|kO123ur| 
ist, so ist 
FEN Base Br 
Die so definirten 65 Constanten h,, wo a irgend eine der 63 verschiedenen 
nicht verschwindenden Gruppencharakteristiken bedentet, bleiben ungeändert, 
wenn die Charakteristiken j, k, [0], ... [7] (mod. 2) abgeändert werden, 
oder wenn bei ihrer Berechnung irgend ein anderes Fundamentalsystem 
statt des ursprünglichen zu Grunde geleet wird. Ist a die verschwindende 
Grruppencharakteristik, die ich mit 0 bezeichne, so setze ich u = 0. 
In derselben Weise, wie oben die Formel (5.) $ 2 erhalten wurde, 
findet man die Gleichung 
(15) (I) ya) = Zi(hbi, b4)h,(9,,,u)). 
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wo b irgend eine Charakteristik ist. Ist z. B. d5= [012], so ist damit y(w) 
durch drei ungerade und fünf gerade 'T'hetafunetionen ausgedrückt. Wählt 
man ferner statt des ursprünglichen Fundamentalsystems ein anderes, indem 
man a= [0123] und U =da, ... 3’ =3a, 4 =4,...Ü=T7 setzt, 80 er- 
hält man 
(16.) (9,,(0))y(a) = Zu(kbi, abi) hu. (I(a))" +, Ckabk, Br) 
Die Vergleichung der Formeln (15.) und (16.) zeigt, dass (wu) nicht etwa 
die Grösse e= 9,(0) als Nenner enthält. Letztere Formel erlaubt sogar, 
den Ausdruck zu bestimmen, in welchen Y(w) übergeht, falls e=0 ist. 
(Vgl. Formel (17.) $ 14). Wählt man in derselben 5=[0], so erhält man, 
weil die Grössen h,; sämmtlich für e=0 verschwinden, 
cs) = (k,a)h,(I,(W))". 
Ebenso ist, wenn ka irgend eine von k verschiedene gerade Charakteristik 
ist, und e, =) ist, 
| c’y(u) = (ka, a)h,(I,.(u))'. 
In dem hyperelliptischen Falle geht also y(a), von einem constanten Factor 
abgesehen, in das Quadrat derjenigen geraden "T'hetafunetion über, welche 
für #= 0 verschwindet. Da nun die Einfachheit, mit welcher sich dieser 
Fall erledigen lässt, wesentlich auf der Existenz dieser von der zweiten 
Ordnung verschwindenden Thetafunetion ersten Grades beruht, so erklärt 
sich daraus die Bedeutung, welche für die allgemeine Theorie die Adjunction 
der irrationalen Funetion Yy(w) besitzt. Verschwindet kein Nullwerth einer 
veraden T'hetafunction, so kann diese Funetion nieht eindeutig sein. Denn 
sonst wäre sie eine Jacobische Function ersten Grades, deren Entwieklung 
mit den Gliedern der zweiten (oder höheren) Dimension anfängt. Die Ent- 
wieklung jeder solehen Function ersten Grades beginnt aber unter der ge- 
machten Annahme mit den Gliedern der nullten oder ersten Dimension, je 
nachdem sie gerade oder ungerade ist. 
Ich ertheile jetzt dem Producte der Nullwerthe aller 36 geraden 
T'hetafunetionen ein bestimmtes Vorzeichen, indem ich 
17) = hell) 
setze, wo A, «a, v alle verschiedenen Tripel der Zahlen 1, 2, .... 7 durch- 
laufen. Dieser Ausdruck bleibt nämlich ungeändert, wenn irgend eine der bei. 
seiner Bildung benutzten Charakteristiken mod. 2 abgeändert wird, ferner 
auch, wenn statt der Charakteristik [0] eine andere bevorzugt wird, endlich 
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Vre- 
„ı 


wenn statt des ursprünglichen Fundamentalsystems irgend ein anderes 
wählt wird. 
Durch eine leichte Rechnung findet man nun die Relationen 


(18.) ITh,, = —c*W, 
wo vr die sieben von & verschiedenen Indices durchläuft. und 
(19) h,sh,;hush;,hish,;, = hetchz.sh,;,>. 
Ferner ergiebt sich die Gleichung 
(20.) Ayylzalıs = Ngas,> 


wo 
(21.) eu, = EeiHE,,.,.) 
ist. Hier durchläuft » die fünf von @, 2. y verschiedenen der Indices 
0, 1. ... 7. Endlieh ist 
(22.) Bas 


0.77 ‚h,; er —hg,; Iy* 


asya 


wo 
BE) te SE kr tiere c 


wiyaYshaiYarT' ira’ Ya) 
ist, und #, A, 0, %, y, «@, P, y die acht Indices 0, 1. ... 7 sind. Diese 
beiden Formeln lassen sich folgendermassen zusammenfassen: Sind a und 5b 
zwei azygetische Charakteristiken, so ist 

(24) h,l,h, = —h(N9,(0))', 


wo r die sechs geraden Charakteristiken durchläuft, für welche ar und br 
(und folglich auch abr) ungerade sind. In ähnlicher Weise lässt sich zeigen: 
Sind a und 5 zwei verschiedene nicht verschwindende syzygetische Charakte- 
ristiken, so ist 

h.h, 


(Ir 
(25.) E 


= (19,0). 


wo r die acht geraden Charakteristiken durchläuft, für welche ar und br 
ungerade sind, und folglich abr gerade ist. 


S4. 
Die Quadratwurzeln aus den Werthen von g(u) für die halben Perioden. 

Die soeben entwickelten Formeln werde ich dazu benutzen, die 
(Juadratwurzeln aus den 63 Grössen A, durch 7 unter ihnen auszudrücken. 
Während in der bisherigen Untersuchung jede Bevorzugung, welche irgend 
eine Charakteristik erfahren hat, nur scheinbar gewesen ist, werde ich von 
Jetzt an die gerade Charakteristik k und die ihr entsprechende Schaar von 


” 


1 
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Fundamentalsystemen bevorzugen. Indem ich über das oben unbestimmt 
selassene Vorzeichen des Ausdrucks (21.) $ 3 eine bestimmte Verfügung 
treffe, setze ich 
\ wir dn AM WR. 
1) Nr = MC “Pr)K«Py, k)e(ITe,.z,,). 
Dann ist nach Formel (13.) $ 3 | 
(2.) Y3,39a,8Ja38 a3, “. (apyd, k)c'ch;,3Ru5,5- 5 
Ferner findet man leicht ; 
[2 ® > / 2 
(3.) II g.... ans: (j, ad)lap, k) Chu» 
wo 4 die sechs von «, 9 verschiedenen Indices durchläuft, und endlich 


4)  gor2Io13Ioıafras = — (I, 961)(234, K)e'hugscr 
Indem ich nun A, mit dem Vorzeichen verbinde, mit dem es in der Formel 
(15.) $ 3 auftritt, setze ich 
(5.) (ka,a)h, = g,;, 
also 
6) in (aß, hl = —(, h(aß)elHle,z) 
und 
(.) Ja5ys Br (ePy0, k)h.s,o ug (Jj; «9y0) (edyd, k)II(e;,», Carr Casör Cas; .) 
Ist ferner 
&) h=g, 
so ist nach Formel (20.) $ 3 
(95,9,.9u) = (99u,,) 
und nach Formel (18.) $ 53 
Mg. = (EP) 


Ich wähle nun die Vorzeichen der sieben Wurzeln gu, ... 9, willkürlich, 
dann das Vorzeichen von g so, dass 
Mg, = (3, B(5,0)(0, hee’g’ 


ist, wo & das durch die Gleichung (8.) $ 3 eingeführte Vorzeichen ist. Nun- 
mehr definire ich das Vorzeichen von g,; (e, P=1,2,... 7) durch die 
(sleichung 

91.903 Ja3 . I 90.u.3 > 
so dass 


(9.) Ius I :u 
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ist. Aus den Gleichungen (19.) $ 3 und (2.) folgt 


En > 
(ua 9090, I5r IraIa8) = 9 9,3, Jura Iv,a,sIa,s.r 


Dividirt man diese Gleichung durch die Gleichungen 


gosIo, Ir = 990,5:  IorWaIra = IIor,.s IvagnsIus = IIvu.s> 
so erhält man 
(10.) gerIzaas = Ian 
Ferner ist nach Formel (3.) 


(Ng9,,)(Agı,) = (Al:g90912) : 96 = "(AT gu.,) : 95 = (3, O1)(01, Meig 


und folglich 
(Ag) = (Sk), DA, h)eeig 
und allgemein 
(11) Mg, = (j,k)(, «)(e, k)ecig‘. 


Diese Formeln zeigen, dass bei der obigen Definition der 28 Wurzeln g,. 
keiner der acht Indices 0, 1, ... 7 vor dem andern bevorzugt ist. 
Der Ausdruck 


(12.) Es) > Eupkar Eudkarksser) 


wechselt das Vorzeichen, wenn man irgend zwei der vier Indices «, /, y, Ö 
unter einander vertauscht. Er lässt sich auf die Form 
(13.) ad = (Pyd, a)(y, II, PP, s 


bringen und steht zu dem Vorzeichen & in der Beziehung 


(14.) € 5,88 = + adv‘ £, 


oTahuv et 7 
Hier ist, wie auch in allen folgenden Formeln, das obere oder untere 
Zeichen zu nehmen, je nachdem «5ydzAur eine eigentliche oder uneigent- 
liche Permutation der Zahlen 0, 1,... 7 ist. Aus den Formeln (19.) $ 3 
und (5.) folgt 
(65,89 9a573) = (9u594,9.595,958973)" 
Ich definire daher die Wurzel g,;,; durch die Gleichung *) 
(15.) CC09 gap = HE IasIarIuI5,I9589;5- 


*) Die Grössen 9.5 und g.;,3 sind so gewählt, dass in den Relationen zwischen den 
Sigmafunctionen kein Vorzeichen mehr vorkommt, welches, wie (a, b). nur berechnet 
werden kann, wenn die Charakteristiken in bestimmter Weise gewählt sind. Dieser 
Forderung lässt sich nur durch die Einführung alternirender Ausdrücke genügen. 
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Mithin wechselt g,;,; das Vorzeichen, wenn man irgend zwei der Indices 
a, ß, y, Öd unter einander vertauscht. Ich setze fest, dass sowohl g,; als 
auch 9g,;,; gleich Null sind, falls zwei der Indices einander gleich sind. 
Nach der obigen Definition ist 


Irosı __ &osorIs ha IısIenhahss _ Easor (v1 Io: 912)goı 9os Iı3)(Ioı 9os Iır)(I23 924954) 
Gosor EraaıIos as Ior Is 9sr 9er & 234901 (901 902 + Ior)(I56 957 er) 
— G; k)(J; O)(0, K)&8, 224 Coser Io.1,2 Io,1,3 Io:1,4 I2.34 


2 2 
c VR ] Q,.67 


— 
_— 


also weil nach Formel (4.) 

9,1,2Iu139onagesa = (I, 967) 567, k)e'gu955; 
und nach Formel (14.) 

E&y4&usır = (0867) = ((k, 0567)) 
IST, 
9 = (J» k)(jk, 0567) guss- 
und allgemein 
(16) 95 = tG,M(jk, ey) gar: 

Aus den Gleichungen (10.) und (15.) folgt 
| C Corn = EsorIun2Io13Ie 


j 
| C C124 01 Joıza — 83567 Io,12 0,1424 


N 


(17.) 


ai 


und mithin 

CC y123 Cu123 Yun f 123 9124934) BR 0 &557 835079 Yu12 (Io.12Ju1390.140233): 
also nach (4.) 

ech) = — (867, 34) (j, 567)(567, K)gYy.12956 
Setzt man also 

(18.) Ja8rrIe3r a Ir 7 I Iearr > 

so ist 

(19) char = — (967, 34)(j,567)(867, k)gu12956; 
oder nach Formel (1.) 


 ART7N\A .\ > 
20.) | (j, 567) (567, A)(012, 34)9; 4.0: 
b | = Czyo E3go2 O3412 3456 ©3457 C3a07 — Cv125 Cur26 Cun27 Esoru Esorı Cs6r2- 
Dadurch ist auch für den Ausdruck (23.) $3 ein bestimmtes Vorzeichen 
festgestellt. 
Um die Rechnung mit den oben definirten 63 Wurzeln zu erleichtern, 
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erwähne ich noch die folgenden Formeln: Aus (1.) und (17.) folgt 
(21) Pe = (5, 23)(23, hen Allan) 
9; | 
Dividirt man durch diese Gleichung die Gleichung (6.) für g,,, so erhält man 
(22.) vn = (j, Möh, 23)e nn CCnn (Ben): 
Endlich ist 2 | 


und folglich nach (21.) 


‘ A 23« 5 o 2m % ud 
(23.) Io123 914: = —(jk, 0v1)(01, 6 7)(23, AD) E O2 Con25 On Cuiss ins nn: RT Ü 237. 


92345 
Damit sind auch die in den Wurzeln aus den Gleichungen (25.) $ 3 auf- 
tretenden Vorzeichen sämmtliceh bestimmt. 


SD. 


Darstellung von y(u) und Ya(u) durch die Sigmafunctionen. 
Ich setze jetzt 


(1.) co,,(u) = 9.5 Fru;(U), COuz,3(U) = Gas,sPrazrs(u), Colu) = I,(u). 

In diesen Formeln sind «3 und «5y0 nieht mehr als Summen von Charakte- 

ristiken, sondern nur als Indices anzusehen. Dann ist o,,(w) = 0o,,(u), wäh- 

rend 0,;.,(u) das Vorzeichen wechselt, falls zwei der Indices vertauscht 

werden. Die Ausdrücke o,;(w) und o,;,,(u) verschwinden identisch, falls zwei 

der Indices einander gleich sind. Nach Formel (4.) $ 2 und (16.) $4 ist 
(2.) O,5,3(8) = +0, (U). 


u) 


7 \ \ ( 1. N 
( ) a 9 / las Ö — 


2 
so ist daher auch 
(4.) [aßys un: fäum 

Nunmehr nehmen die Formeln (11.) und (15.) $ 3 die Gestalt 

r f Met » / 2 

(5.) y(u) = (0,0) 
und 

6) 9a) = (0, +++ EU 

an. wo 4 alle acht Indiees durehläuft. Daher ist 


(7) fm = 0. 
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Aus der Function p(w) leitet man durch Vermehrung von « um eine halbe 
Periode « und Unterdrückung des Factors (n,(a))' eine Function p.(u) her, 
die mit (9(a))' gleichändrig ist. Bis auf einen constanten Factor ist die- 
selbe vollständig durch die Bedingung bestimmt, dass ihre Entwicklung 


nach Potenzen von #—a mit den Gliedern der vierten Dimension anfängt. : 
. 4 / .. ® E 
Die eonstanten Factoren von g,;(a) und Y,;,;(u) wähle ich so, dass i 
8) 9a 0)=1 Pas0) = fasrs | 


wird. Dann ist 
N / 
Mn = Parma). 
Nach Formel (16.) $ 3 ist für «a = [0123] 


10.)  ((0b, a))y,(u) = Zi(kabi, abi)h,, (Il) —ZSr(kbi, bi)h,,(9,,(@))'. 


khA\ 


Daher ist für b= [0] 


11.) Pur = Out 03 + 054 0912 — Oy— O9 — I — Our 
und für b=[123] 
12.) Par = Mt ont 95 — On — Is — Ha — Ira 
und endlich für 5 = [045] 
13.) Yu = Ort O0 + On; + One — 5 — Od Ina — Ina. 
Aus den Gleichungen (5.) und (11.) folgt 
14) Y+Y.5 = Nat, + 0at 05, + 055 + 0,5 + 0.220 


Zu einer andern Darstellung der Function y(a) gelangt man, indem 
man von der Relation ausgeht, welche Herr Prym die Riemannsche Theta- 


formel genannt hat: 


[?' 3 (u+e)I$ (u—-v)I (W"-+v)I9 (u —v) 
y -_— ‘N \ \ 7 \ 7 \ 7 
12. J / \ v2 z ! I\ / ’ ] 
| — s (ar)I,.(u+e)I,(u—oe)I,(u+ve)I,.(u—v). 


wo r alle Charakteristiken durchläuft. (Vgl. dieses Journ. Bd. 89, 8. 201. 
5.)). Setzt man o=3, a=h,wW“=(,v=er, und ersetzt man r durch Ar, 
so erhält man 


89, (u+e,)4,(a—v%)IlE)) = ZE(r)9,Wwre)I,.W— eo), ID): 


/ 
Sind ©. ®%, ... ©- acht willkürliche Constanten, so kann man jede mit 
(I(a)) gleichändrige Funetion Yu) auf die Form 
(u) = EZC,I,(u+e,)I,.(u—v,) 


bringen, wo die acht Grössen O, von a unabhängig sind. Für «= r ergiebt 








0 
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sich daraus (k,r) h, = I). Multiplieirt man daher die oben 
entwickelte Gleichung mit C, und summirt nach 4, so findet man 
8(I,(o))’p(u) = = (hr, r)h,$,(u+e)9,,(u— ev). 

Vertauscht man x» mit e, und verbindet man die neue Gleichung mit der 
ursprünglichen durch Subtraetion und Addition, so erhält man 

(16) Al Pw-(swW)FE)) = Fo,,utr)o,,u—r) 
und \ 

(17.)  4llole))plu)+(o(u))'p(e)) = I Oyaa, (u+v)0,,;,(u—v) 

und speciell für ® = u 


18) How) ya) = 8 fun u) 
In diesen Summen ist der Index 0 nur scheinbar bevorzugt. Setzt man in 
der Gleichung (16.) v» = u+du, so erhält man 
(19)  Bolu)(ylu)do(w)—Lo(u)dy(u)) = 30,,(2u)du,;. 


wo 


(20) u, = a,uW+ta,u +a,,u 
das Aggregat der Glieder der ersten Dimension in der Entwicklung von 
0,,(u) Ist. 
Endlich kann man g(w) auch durch eine einzige ungerade T'heta- 
funetion und ihre logarithmischen Ableitungen zweiter Ordnung darstellen. 
(Vgl. dieses Journ. Bd. 96, S. 103.) Sei nämlich 


I(U,%,%) = Sia,u,+1l2a, ,u,u;u, 
[74 


irgend eine der 28 ungeraden Funetionen. Dann behaupte ich, dass sich 
y(u) aus den sieben Functionen 


0’ ai; 04 
2, 33 Au Peer = 
2b. (I(u)) . I. Li On? ou, On, “ 
04 0F 04 0» 0% 0% 
B=#--r-” — 0 MEI — 
ou, Ou, Ou, Ou, Ou: Ou, Ou, 
linear zusammensetzen, also auf die Form 
ya) = Zilhtu 
, 
bringen lässt. Setzt man nämlich 
er ai ae. 
so muss zunächst FC,t,; = 0 sein. Setzt man ferner f,, = —f,,, und wenn 
/ 
’ 0°» 0» 0% ‚ 0°’# 0% 0% 
I. =%- — 3 . w=tr sr ———-- 
Ou,„Ou, on, Ou; Ou,„ou, ou, ou, 
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ist, 


bus ung ad,4,w 7 a4, 74,210, A uns 


so muss auch FC,t,,= 0 sein. Man erhält also für die sieben Constanten 


C, sieben homogene lineare Gleichungen. Da aber ,;,=-t,, und £,,=0 
ist, so verschwindet die Determinante dieser Gleichungen, und damit ist 
die oben aufgestellte Behauptung bewiesen. Setzt man noch 4,=0 und 
luv=-t 


0, So Ist 


21) Cya) = |t,;! (a,8=0,1,...7) 


die aus den Elementen £,, gebildete Pfaffsche Function. 


$ 6. 
Die Function waalu). 

Von ähnlicher Bedeutung, wie die gerade Function g(w), deren 
Entwieklung mit den Gliedern der vierten Dimension anfängt, sind diejenigen 
ungeraden Thetafunetionen zweiten Grades, deren Entwicklung mit den 
(rliedern der dritten Dimension beginnt. Für jede nicht verschwindende 
Charakteristik a giebt es (von einem constanten Factor abgesehen) nur eine 
solche Funetion, die ich mit w,(a) bezeichnen werde Zerlegt man a auf 
irgend eine der sechs möglichen Arten in zwei ungerade Charakteristiken 
kaß und Ayd, so ist offenbar 


00, 00, 9 ' ! 
Gar RIET Mi 
ou ou ' ’ 
| 00,5 06 , Z „ 
4 Br } yY< an 
(1.) Cy,(u) = |0,, 5-0, Go 0 
| ou N) 
5 00,5 > 00454 Pad PA: 
( ur.‘ IT Ba Ö,, A f 7 G S 
ou rd du" .P / 


Die Funetion w,(u) ebenso wie jede mit ihr gleichändrige ungerade Function 
zweiten Grades verschwindet für die halbe Periode u=b, wenn a und 5 
syzygetisch sind. Wenn aber a und b azygetisch sind, so ist w,(b), wie 
sich zeigen wird, stets von Null verschieden. Indem man für « eine halbe 
Periode setzt, die mit a azygetisch ist, kann man die Constante € mit Hülfe 
der in $ 9 und $ 12 entwickelten Formeln bestimmen und findet so 


fs 005, 004, (v) (») Sn m 
2) run Iren Br = Alfa) VasW), 
und falls «#yd vier verschiedene Indices sind, 


00,5 00,5; | | 
2\ banten) A ee  . (v) a ' \ 
(3.) | Oa ou’) 0,9 ou’) ’ d.5 b al'y Mrıg m aßröPas,.rd W530). 














ES 
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3 


Setzt man in der Gleichung (6.) $2 a=[0l|, e=[6]|, we =|7]| und 
vermehrt « um [5], so erhält man 


- (A, D67A) C 16) C\173 uns: (u) PP unssr: (u) -— () 


oder 
| (A, 56 TA) Cors3 Co Ci Frnsera (U) unsi (U) EEE U, Tuner m _ 0. 
f C15A Cı167 
Mithin müssen in dem Ausdruck 
Fussrilu) | $,(u) 


+ Cyıs6 Cor Ener Fu (W) 
0567} , © 


+ " - “ 
zi(ch, 567%) Cu15) C 1162 Con) Fw1567 (u) 


die Glieder der ersten Dimension verschwinden. oder wenn man die Nenner 
wegschafft, in dem Ausdruck 


(567, 291. Fozs(U) FU) - (567, )go13 Parse u) I, 42 (u) 


d, 
ra _ ve. { a 
= &u(MO64 )CnsaCı2 Jo1 yy (a). 


‘I 
.’ 





Unter den ungeraden 'T'hetafunctionen zweiten Grades von der Charakteristik 
[01] giebt es genau vier linear unabhängige. Solche vier Funetionen sind 
diejenigen, aus denen der Ausdruck y,,(w) zusammengesetzt ist (so dass er 
nieht identisch verschwinden kann). Denn setzt man in einer zwischen ihnen 
angenommenen linearen Relation 
CI + ud er + alu) = 0 

der Reihe nach « = [0234], [02], [03], [04], so erkennt man, dass die Üoef- 
ficienten sämmtlich Null sein müssen. Es ist zu bemerken, dass die halbe 
Periode [O1] für diese vier Funetionen und für jede aus ihnen linear zu- 
sammengesetzte Funetion eine Periode ist, d.h. dass sie sich bei Vermeh- 
rung von «a um [Ol] nur um einen Exponentialfaetor ändern, und zwar jede 
um denselben. Daher besitzt y,(a) die Periode [Ol], und ihre Entwick- 
lung fängt folglich nieht nur an der Nullstelle, sondern auch an der Stelle 
(01] mit den Gliedern der dritten Dimension an *). Nach Formel (4.) ist 
Vo = —Wu und ebenso w,,(u) = —w,;(u). Vermehrt man in der Function 
(4.) « um [0234], so erhält man nach Unterdrückung eines Exponential- 
factors eine Function mit der Charakteristik [Ol|, die bis auf einen con- 
stanten Factor durch die Bedingung bestimmt ist, dass ihre Entwieklung 
an der Stelle [0234] (und folglich auch an der Stelle [1234]) mit den Grlie- 


*), Itc=0, so ist w.s(u) = C,3Irlu) Ir.3(u). 


8* 
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dern der dritten Dimension anfängt. Dieselbe ist 
290.13 90) Kr (U) + go, Para) Faraaa (2) 
oder nach (10.) und (18.) $ 4 bis auf einen constanten Factor 


E\ er 4 
(5.) Waa41234 2: O0, 0,17 Ov234 01234 


Dieselbe Eigenschaft hat aber auch die Function 330,,0,;+ 456701567, und sie 
Ä. 


kann sich daher von dem Ausdruck (5.) nur um einen constanten Factor 
unterscheiden. Setzt man «= 0, so findet man diesen gleich —1. Folg- 
lich ist &70,,0,, = 0 und allgemein 


(6.) = 0,,(0)0;, (v) =. 


Setzt man in der Gleichung (6.)$ 2 a=[Vl|, e= [2], w=[3] und vermehrt 
man a um [567], so erhält man 
S;(h, I6TA) Cy127 Ca Fra (U) Prosa, (U) = UV 
oder 
\ F 234, U 
(4, Ol)eey124C0134F rear ) 


02341 


fa ) LZ (u) 
c 


) 1} 
k23\t, 


+3;(4, 967%) C123, Cvı32 C2341 Fun (u) =V\. 


Folglich fängt die Entwicklung der Function 


N Frun23(U) 


Posi 
(4, Ol)cCy124 Co FU) (u) oa ) 


r 7 f° B ameN\ . 
nn S;(h, 96 IR) Cıyy22 Coı3i ©2344 Fa en 


C123 


mit den Gliedern der dritten Dimension an. Schafft man die Nenner weg, 
so erhält man 
. [4 ‘ 5 Due 9, A ‘ ‘ 5 Bee f \ , N 
ir | &u, (k4)(23, 96 I) Cu234 C1234 5 Y (a) . (234, 96 )go1a Fo \u) J40123(%) 
d.) : 
| +235(234, 1) y01.232 HU) Fra (U). 


{ 
\ 


Dass der constante Factor hier in derselben Weise gewählt ist, wie in 

Gleiehune (4.), erkennt man, indem man «= [04| setzt. Vermehrt man 
> ) J 

um [0234], so findet man 


(8.) Woa341234 = UL Pas FL UmErL Per 
Dass der constante Factor hier ebenso gewählt ist, wie in Gleichung (5.), 
erkennt man, indem man « = [23] setzt. Durch Vergleichung beider Formeln 
findet man 


(9.) 0n(u)0,,(U)+ 05(4)0,3(a)+ = On,(U)0,(U) = V. 


Um zu einer andern Darstellung für die Function w,,(w) zu gelan- 


r Er RE £ ” ee, ar a a a a aa a ee ER re AR 
EN TEE RT ee EEE EIRTEIERE Ka 


rl 





RE RI Et 








PR CR ER ES ET 


ah 


ah Ze 


e u 





Pr 
1 


& 
3 
E 





ee: 
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gen, gehe ich von der Formel (15.) $5 aus, in welcher ich jede der vier 


> - Ja w . 
Variabeln um ,- vermehre. Dann lautet sie 


84, (are +w)I, (u-e)F, (W+e+w)$ (W—ev 


= F(r)9,(ut+ov+w)9,,(u—o) 9,(W +0 +Ww)9,.(W—e). 


4 


(10.) 


Setzt man oe =(0, © = [Ol], «= [23], so findet man 
84, (U) I U) Flo) Franaz (© 


(11.) | ee | B 
’ A Z(r, 0123r)9,,3 0) 9230) In (ute)9,(u—e 


Vertauscht man « mit e und subtrahirt man die neue Gleichung von der 
ursprünglichen, so erhält man 


(4, (v) On (v, F, 23 (w) N 23 u vo F (u) A u) I 23 v F. 4 PR ) 


= Zr, 1123r)(1—(Kkr))9,3(0) InsO) Iamlute) (u). 
In dieser Summe braucht r nur solche Charakteristiken zu durchlaufen, 
für welche [kr23| und [kr0123] gerade und |Ar| ungerade ist. Eine einfache 
Discussion zeigt, dass dies nur eintritt, wenn r=[04| oder r=[1A| ist, und 


»=4, 5,6, 7 ist. Folglich ist 


49, (v) un (©) Fun aM) 4 | u er I, u) Du (u rn vÜ j I 123 ev 


k1)123 \ r 


= 3;,(1, 04)(A, (23) ca, Cal Ana to) Hure) Illu tV)In, (u — © 


i 
Man multiplieire diese Gleichung mit (567, 4)9.49.,, und bilde dann aus der- 
selben zwei andere durch eyklische Vertauschung der Indices 2, 3, 4. Addirt 
man die drei so erhaltenen Gleichungen und dividirt dann durch &,(k56 )ensC,2:: 
so erhält man nach (4.) 
49190) Ho (©) wa) Hu) Ina) Wn(©)) 

> SHACZRO +e)9 


7 klA 


wo) I, UtV) Ana —e)). 


Für =2, 3, 4 ist C;= gugı- Ferner ist 


V 


4- Ari > 3 >. 2 Ye, > * 
— (9, 64) Cosor 1507 Cs <:(k, 61) Qui 9ır Coaor Crior- 


Nach Formel (6.) ist aber 

29,9 I U) =, 
und mithin für « = [67] 

ZA, gen = 0. 


also ©, = 9,91. Folglich ist 


| Mow)o,,Ww.sW)— u) 6,.sWW.;(e) 
1 Re ; 
pe — U TO)OZ,\ UL OH, \U TV)0,.: u A 
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Daraus ergiebt sich für e = du 
2y,;(u)du,; = = (0z( u)do,,(u)— 0,,(u)do,, (u), 
also nach Formel er ) 
(13.) v,,(u)du,; = = 6, (u)do,,(u) = -&0,,(u)do aa). 


Wenn man zu der Giehäek (11.) diejenige addirt, welche durch Ver- 
tauschung von x» mit » aus ihr hervorgeht, so erhält man, falls man r durch 
|Ir| ersetzt, 
| —8(I,(e) In (e) Ir (U) Fu) + Fu) Fra (U) Faro) Fon (®)) 
= (1, 0r)(r, 023r)(1+(k)Ckr1))I(0) A120) Ilu +0) 9, lu—0). 
Hier durchläuft r nur solche Charakteristiken, für welche [kr023], [kr123] 
und [kr1], und folglich auch [kr0] gerade ist. Mithin ist r = [«y]|, wo keiner 
der drei Indices gleich 0 oder 1 ist. 

Ersetzt man ferner in der Formel (10.) [r] durch [Ir], und setzt 
man «=0, v0 =0(, »=[Vl], so erhält man 

IMHO) = =( Ir, Or) I NINA +) FU Pd), 
und wenn man z mit ® vertauscht und die neue Gleiehung zur ursprüng- 
lichen addirt, 


(14.) 


/ 164, e) He) Hu) Fun (Wu) 
15.) | = (Ir, Or)(1+(k) tg I) lute) I lu—P). 


krı\V) 
Auch hier kann nur [r| = [ey] sein, wo keiner der drei Indices gleich © 
oder 1 ist. 

Man multiplieire nun die Gleichung (14.) mit — (567, 4)g.49,. und bilde 
daraus zwei andere Gleichungen durch eyklische Permutation der Indices 2, 3, 
4. Man multiplieire die Gleichung (15.) mit (567, 234) 945,912,, addire die vier 
so erhaltenen Gleichungen und dividire die Summe durch 28,,(kd67 ) Cn34C133« 
Nach Formel (4.) erhält man dann 


4) Erna t+ U) a). le)) = 3 Cu, Iwasy(U+0) Iras; (u—e), 

wo 5” 

-& 1 (kd67)(lepy, Vdapy)enaCızıd.,, = (967,2)(aPy, 34) 92912 Frosans,(O) Irisau a, (0) 
+ (567,3) (aßy, 24) 9913 Froaua,(O) Para ;, (0) 
+ (567,4) (a Py, 23) 991 Frnsaa, (OÖ) Frrza a, (0) 
— (567, 234) gan 9ı230 Proaa, (O) Para, (O)- 

Daher ist CO, = 939123, Und 

— (5, 01)(235, 45) ons Cı23 Cs = (2, 45) gungı2 CorasCı2as 


+(3, 45) 9913 C 1345 C1245 7 +(4, 01)(23 4, 45) Qu23a Yı234 Einss Cı235- 
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Setzt man aber in der Formel (9.) «= |45]|, so erhält man 
(2, 45) 9912 Cuas Cıaa5 +(3, 45) 915913 Cusas E34 

+(4, 01)(234, 45) g.23s91234 Co; 61235; + (9, O1)(235, 5) gu235 91235 Einsa C1234 0, 
und folglich ist O,,= 9135913; In derselben Weise findet man €, ;, = 95,915. 
falls zwei der Indices «, , y gleich 2, 3, 4 sind. Dass diese Gleichung 
aber auch richtig ist, falls keiner oder nur einer jener Indices gleich 2, 3. 4 
ist, erkennt man am einfachsten, indem man in der entwickelten Gleichung 
a um [O1] vermehrt, und dann die Relation (4.) $ 2 benutzt. So findet man, 


a 
M ns Lan kr 
MEISSEN, VE TRRRENGBERRISERNIEN. UNE >>> 2 } 





dass z. B. O,,; = —(jk, O01)C;, und CO, = —(jk, 01)C,, ist. Folglich ergiebt 
i sich die Gleichung 
| (16.) Llol)o,@)y,WtrW)osW)wa)) = 3 0,5, (u+%)0,.8,(u—). 
9 
Man kann dieselbe nach (4.) $ 2 auch so schreiben: 
Be OLAOLMOEROLMOLMO) 
® Ad,Y 
: Durch den Strich beim Summenzeichen wird hier angedeutet, dass für «, 7, y 
von je zwei Systemen von drei Indices, die mit #, A zusammen alle acht 
Indices bilden, nur das eine zu setzen ist. Speciell ist für „= ev 
(17) BowW)o,w you) = 3 füus Tnasr(2Uu) = — B fras, Iras;(2u). 
* / \ z ‘ nn =. z —_—.\ . . 
% Die Formeln (12.), (13.), (16.) und (17.) zeigen, dass w,, zu jedem der 
sechs von z, 4 verschiedenen Indices in derselben Beziehung steht, was aus 

- den unsymmetrischen Gleichungen (4.) und (7.) nicht hervorgeht. Aus den 
{ Formeln (6.) und (13.) ergiebt sich noch die Relation 
& 
3 (18)  gylu)do, ,‚(w)—19,,(u)dy(u) = Fo, (uw; (u)du;, = Fo, (u)w,,(u)du,,. 
4 Die Function wWasyälu). 
E Setzt man in der Formel (6.) $2 a=[0| e=[/13], w = [23], so er- 
4 hält man 

= W Ei, 123) CC le = 0. 

| : In der Funetion 

| \ 7/73 719% Rn > 79027) 
3 Z,(h, 4125) Cur23 Evıaa Cin3% Fi (Wu) er 
Ri u 123) 


verschwinden daher die Glieder der ersten Dimension. Schafft man die 
Nenner weg, so erhält man F&g,,,3 4, (@) F.2,(u) oder bis auf einen con- 
stanten Factor w.3(a) = &0,,(%)043(@). Die Thetafunetion zweiten Grades 
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mit der Charakteristik [e/yd] 
(1) yuulı) = Rn 0,,(W)0;,,5(%) 
ist also bis auf einen econstanten Factor durch die Bedingung bestimmt, dass 
ihre Entwicklung nach Potenzen von # mit den Gliedern der dritten Dimen- 
sion anfängt. Daher kann sich 1, = F0,,0;55 VON Yu, nur durch einen 
eonstanten Factor unterscheiden. Setzt man «= [04], so findet man den- 
selben gleich —1. Ebenso ist allgemein (vgl. Formel (14.) $ 4) 
(2) WU) = FYam (U). 
Aus dieser Gleichung geht hervor, dass ,,,, das Zeichen wechselt, falls 
man zwei der Indices unter einander vertauscht. Ich setze fest, dass w,,s 
ebenso wie w,, verschwindet, falls die Indices nicht alle von einander ver- 
schieden sind. Aus den Gleichungen 3 = — Yun Und Ya = — Wer folgt 
(3.) (0102 +69) = 0 
und | 
(4) 350,013 + Sit = 0. 
Ich knüpfe hieran noch die Herleitung zweier fünfgliedrigen Relationen 
zweiten Grades. Nach Formel (9.) $ 6 ist 


3 0,112 02x = O0, t On Or, 
und mithin 
= 0,20, On = Il 01,022) HOn(S 0,02). 
Da aber 0,» = —0,,.» 1St, so heben sich in der Summe linker Hand die 
Glieder paarweise auf, und folglich ist 
0002(20,,0423)+ 0001 (F0, 012) =. 


Vertauscht man O0 mit 1 und 0 mit 2 und addirt die beiden so erhaltenen 
Gleichungen zu der ursprünglichen, so erhält man F0,0,,=0 und all- 
gemein 

(5. = 6,,(u) 0, „(e) = d. 


/ 


Dieser Formel zufolge gilt die Gleichung (1.) auch dann, wenn die Indices 


&, 9, y, 0 nicht alle unter einander verschieden sind. Nach Formel (2.) 
S5 ist 9,0 = — Oz UNd Gyr = O4 und folglich 


(6.) = Oy12,() Oza53(M) —(. 
Aus der Gleichung wa, = Yu, ergiebt sich 
OO, O5 > 030194 7014 1235 — 01501234 
und allgemein für A=5, 6, 7 


N 7 em ) 
On Osten = It OO — Ina Cr 
H 








. 
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Diese Formel gilt auch für 4=5, 4, und wenn man sie mit o,.;, multipli- 
eirt, für jeden Werth von 4. Summirt man nach 4, so erhält man nach (>. 

On O 12700343) + 250,(& 0,12, 0342:) ee lo: 1244, TO 0, ‚9 
P4 , 


Nach Formel (6.) ist 30,504. =0 für z=5, 6, 7. Nach Gleichung (9. 
/. 


$6 ergiebt sich daher 


a, z DZ iD EIER, on a 
Ol O2; O4) == 01301 Or On 92) 0,409 931 0,03»). 
und folglich ist 
1) Zoo, W034) = 03(u)0,(u)— 0,,(u)0,(u). 
/ 


wo links der Index 0 nur scheinbar bevorzugt ist und ohne Aenderung der 
Summe dureh 5. 6 oder 7 ersetzt werden kann. Endlich will ieh noch er 
wähnen, dass die Funetion 


(8 ) w (u) = 9,.(u)0 (u)+0..(u)0o (u)—0.,(u)0 N—0O; (u) y 


EPIRRFTAN 
mit der Uharakteristik [«/?yd] bis auf einen constanten Faetor durch die 
Bedingung bestimmt ist, dass ihre Entwicklung an der Stelle [@z4| (und 
folglich auch an der Stelle [ydz4]) mit den Gliedern der dritten Dimension 
anfängt. Dieselbe wechselt das Zeichen, wenn man « mit ? (oder y mit 0 
vertauscht, und hat die Eigenschaften 

(9.) 72 —y 


’ De = — — I 
aßn),ydxr) ra Hın.ydix U ort, 77 Tr + Ü IT HD 


aus denen sich acht verschiedene Darstellungen für jene Funetion ergeben. 


JS 


Li 
N 


y 9. 


Determinanten, deren Elemente uneerade Sirmafunetioneı 


Ich gehe nun dazu über, die Bedeutung des entwickelten Formel- 
systems darzulegen. Dabei gehe ich aus von den vier Formeln 





044 = Pp-9:—- 04 Ol, 
(1.) = O2 I = 009 0,2073; 
D Zip = 0,304 0,405. 
2 Oua; O4, = ), 
Jede der vier Determinanten 

Iy Ou On Yy On On I On Oy Or On Os 
u Iy Öns u 1% 03% O 013 014.» 63 04 6 
Os, 0,, l Y Oo O5, 05; 0, DER Os} G,3 Ö,; 0 
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lässt sich auf die Form A+Byy bringen, wo A und B eindeutige Func- 
tionen sind. Die Coefficienten B von Ygy sind der Reihe nach gleich 
f — 019 — 0 — 0, — 003 —0;,3073, 0,3093 0,403. 0, 
also gleich den rechten Seiten jener vier Formeln. Ich setze 
(2)  s.=s=1Volw), 8. > 6,,(@), 
und bezeiechne z. B. die Determinante dritten Grades 
] Vv ai u 7 
e,..| Er u.ä. ch 
REN Ä DI 
kurz mit s(_ PyRR: Ist C= A+Bs, wo A und B eindeutige Funetionen 
sind, so werde ich den Theil A mit dem Symbol A(C), den Theil B mit 


Y(C) bezeichnen. Dann lassen sich jene Formeln dahin zusammenfassen, dass 


f 


& ö | u 
(3.) = 06,534) 023734) m Ds(, ß y ) 


ist. Der Relation (1.) $ 7 zufolge ist 
= O Jy'i Var a = Ö ur (= ö, ya) 


J 


E. 2 . 
Ba Gau a = G,u82u:) Su 5. a 
v x x - > > 
= 30, ds; + 8,1 =D (= 0,825) 83# $,# 
x ' r, [Zr 
Br er (Bei) Be 
”, ‘sd x u ‘ 4 #4 


Nach Formel (6.) $6 ist aber Fo, ,s,;=ss,; (auch wenn @« = / ist), und 


tolelich ist 


I 1 ! 
N S / | Ba =. 
(4.) 6,90) WU) = As( a 


Beiläufig ergiebt sich daraus die Gleichung 
rn‘ S,; ı ei 
(D.) re Z, (u)y,5,,(U) = < Gas) W,. gr 2 (a). 
O3 O4 Os 
(6.) O3 04 05 7 War On27 — Won Ouıo- 
[77 23 0,4 Os; 


Ich setze jetzt 


(7) FU) = Ws W)+Vy(la)o,;;5(W), 
also nach Formel (2.) $5 und (2.) $ 7 


8) +FamW) = Wu) Yla)E.5,0 U. 


u 
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ı73 
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Addirt man dann die Formel (3.), mit s multiplieirt, zu der Formel (4.), so 
erhält man 

2. ./ a By 

(9.) 6, WU)F,;,(u) = s( nt 


und weil Yg irrational ist, so folgen aus dieser Gleichung wieder umgekehrt 


aßy/’ 


iene beiden Formeln. Ferner ist 
J 


% y 
a B — E E y \ 
n Was Wins; = GuG was; I Gray 
k ‚u,v ; e 


Nun ist aber 30,,6,,=0 oder 9, je nachdem « von v verschieden ist oder 
» : 
nicht, und mithin ist 
(10.) Was (uw...) = Y u) 6 ,,,,(W) O4, (U). 


EN 


Aus den Gleichungen (9.) und (10.) folgt 
N \ a #' y\ 
f y' ( ‚F ( — > > ’ . 
(11. Von) Fu) = 8. 
(11.) = Wars ASYRN\N , Ua: 57 
Die beiden Relationen (9.) und (11.) werden vollständig ersetzt durch die 
beiden Gleichungen 
a g' n;' 
(12. FW) F,....,(u0) = 28.s( P7) 
\ ) - 2IYA\ J a a a B y J 
und 
SF,,.,(W, r, Ss6, ri) Pr VD, 
i ’ ’ ‘ ‘ 


letztere kann man mit Hülfe der Beziehung (8.) auf die Gestalt bringen 
IN rn) h) h) rE h) rn rn h) ri n 
(13.) Fra Pause AT A 4 en vorh | F, J; nA 1 F, 5; Pain Zu 


und sie gilt, gleichgültig ob die Indices verschieden sind oder nicht. Aus 
den beiden Gleichungen (12.) und (13.) ergeben sich wieder die vier ur- 
sprünglichen Gleichungen (3.), (4.), (d.) und (10.). 

Nach Formel (1.) $ 7 ist 


N; Bun - m 
ud On Wx3,6 mr 206,0 O,ArÖ> 
* 


also nach Formel (5.) $5 und (6.) $ 6 
(14.) 26,4) We) = PlU)E, 5,0. 
und folglich nach Gleichung (1.) $ 7 
(15) ZsuF.,5 = 28F,z,. 
Diese Gleichungen gelten ganz allgemein, ob die Indices verschieden sind 


oder nicht. Subtrahirt man von der Formel (14.) die mit s multiplieirte 
9* 
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Formel (1.) $ 7, so findet man die Gleichung 
= 8,1, (Wi3,88 9573) Bu 0, 


die man mit Hülfe der Beziehung (8.) auf die Form bringen kann 


/ Bi - v | ‚v f ‚ N r } hl 
(16.) re tn ta an Ha zip Fern =WU. 
! N N ! 
y. » * “ [3 [47 Ö [2 
Entwiekelt man die Determinante vierten Grades s(“ j 27 nach den in 
Y 


der ersten Colonne stehenden Elementen, so erhält man nach Formel (12.) 
| _’ v v Al Y 
Is - F;..51(8, „F Hyd Sr F,;5 7 Su, Fass — 843 Fa373)- 
Nach (16.) und (15.) ist dieser Ausdruck gleich 


URRRR. 
ur 2s - F 182. Far .. F,soF. Hy'0” 


Demnach ereiebt sieh die Gleiehune 
be) > 
nr a' ß' y' Ö’ ö 2 
(4) s( )=H eu &, 
z e a d Y Ö. By IT ariry’d 


\ 0123 2 ) 
( 1 8.) o( ) _ O123 f a Wi23 


4567 
und 
DE er 
Se Ö;, Yp O;. 0; \ 2 
19.) = (W331 %0u378) » 
Ei ie 
Os Os; 0% Yy 


Vergleicht man hier auf beiden Seiten die Coefficienten von Yy, so erhält 
man 
(20.) 0,58 Was) > 0,505505,.7 0,505, 0, 0,5053,0,53+ 05.0,,0,5 


2 ve. 


Kndlieh ist die Determinante fünften Grades 
9 pe 8 


Denn entwickelt man sie nach den Klementen der ersten Colonne. so er- 


y' Ö' g’ FE: 
5) 


hält man nach (17.) und (16.) 
F 30 (80. Far8: PL RT +8, F 43,3) ws v, 
In dem symmetrischen System 
(22.) $ 3 (2,21, 


verschwinden also alle Determinanten fünften und höheren Grades, aber 
keine Determinante vierten Grades, oder der Rang dieses Systems ist gleich 4. 
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In Folge der Formeln 
50; =, 20,,060,; =0U 


3 


bilden die Elemente 





(23.) Ö, (u) ( J '. 7) 
ein symmetrisches orthogonales System. Gewöhnlich nennt man ein System 
von Elementen a,;(@e, ?=1, 2, ... m) nur dann ein orthogonales, wenn es 


“ 


den Bedingungen =a,=1, Za,a;,=0 genügt. Ich will aber im Folgen- 
den diese Benennung auch dann anwenden, wenn die Gleichungen der ersten 
Art die Gestalt 4, — a haben. Ist m = 2n eine gerade Zahl, so ist die 
Determinante des Systems |a,,| = ta’. Je nachdem das obere oder untere 
Zeichen gilt, nenne ich das orthogonale System ein eigentliches oder ein 
uneigentliches. Das Vorzeichen der Determinante findet man am einfachsten 
aus der bekannten Gleichung 





A 7 " EMEOREE E  . 
i — +( l 
Ü,, +1 ® ” ° G2n d,,; . . . d; 


vorausgesetzt, dass diese Determinanten »ten Grades nieht verschwinden. 
Da das System (23.) symmetrisch ist, und die Determinante (18.) nicht Null 
ist, so ist es ein eigentliches orthogonales System. Ist e,;=0 oder 1, je 
nachdem « und / verschieden oder gleich sind, und ist r eine unbestimmte 
Grösse, so habe ich gezeigt (dieses Journ. Bd. 84, S. 26), dass die charak- 
teristische Determinante 





(24.) |o,stre 


\ 18 


gonalen Systems nur fürr= +Yy verschwindet, und 


eines symmetrischen ortho 
dass ihre Elementartheiler sämmtlich linear sind. Da Yg irrational ist, so 
muss diese Determinante ebenso oft für +YY, wie für —Yy verschwinden, 
und ist daher gleich (r’—g)*. Da ferner die für r=+s verschwindenden 
Elementartheiler sämmtlich linear sind, so hat das System (24.) fürr = +s 


gezeigt habe. 


den Rang 4, wie ich auf einem andern Wege oben 
Es ist jetzt leicht, die Determinanten vierten Grades des Systems 


(23.) und (24.) zu berechnen. Z.B. ist 


r Ö.8 0,5 

25 " O zu r O5, 055 ; \2 2 /.2 

( 0.) 2 : = (W,,3rro0 28) TE 9 FG 
O,u O,; ' 0,5 





Od 0 05, F 








70 Frobenius, über die Jacobischen Functionen dreier Variabeln. 


Denn die Differenz zwischen der rechten und linken Seite ist eine ganze 
Funetion vierten Grades von r, in welcher die Coefficienten von r* und r’ 
verschwinden, und auch der von r’ zufolge der Gleichung (14.) $5. Jene 
Differenz ist also eine lineare Function von r. Da dieselbe aber nach (19.) 
für r= +Yy verschwindet, so ist sie identisch Null. Setzt man in dieser 
Formel r=0, so erhält man 

(26.) 70 at PP Pass = Norm (VYo,,0,, - \o,, 03,+1V6,50;,). 


In ähnlicher Weise findet man (vgl. Formel (5.) $ 6) 


OÖ On On Os 
0 | r O3 O,4 / 2 
97 : . nr ih uf ars 
(2 .) = (a, yatrOn)(WYraatr0 124) u — (6, Er Win34.1234) 
Oz 02 Tr 63; 
64 02 0: FT 


und folglich für r = 0 
2 ‚0234 
(28.) 4 33 2 = Win Wr t P Winsa,1234 


Nun ist nach einem bekannten Determinantensatze 


01234\ (234\ _ (02341 /1234\ be 02341? 
er 234) 7 hans 9\1234/7 ehe 


Nach einer bekannten Eigenschaft der orthogonalen Systeme ist aber 


7012534 ID61 
601934 == +go( 02 


und folglich ist 
tar ben. Zu 2 \Yın? Ä D 
4y 0050504003 = (Wisst Pr) (Wiasat PPı4) — (Ya da tYp Wins 1234) 
oder 
2 D 
| 40,,0,,6,,0,;0-;, 055 = Wins Pızat Wizsı Pırza 


‘ { 2 
u Zw, 234 W 1234 Wonaa.ı23a 7 PP Pızza — Win341234)- 


(29.) 
Endlich ist 
0123 
(30.) u % = W23 Wuasot Y Ouı2z Ouass 


und nach (7.) $ 7 


. 0123 
(31.) o(, 14 2 = Wa Wo —p (Guns 6t O7 Öuas7)- 


Sind zu, 2. ».. 3; unbestimmte Grössen, so lässt sich die quadratische Form 
>s,,2,3;, weil ihr Rang gleich 4 ist, in eine Summe von vier Quadraten 
transformiren 


(32.) =5,,3243, „. Sul 3). 
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Die Grössen A sind durch diese Bedingung nicht bestimmt, sondern können 
1 T o 


/ u > R i ) 
3, M v u) L ; 


ersetzt werden, wo die 16 Grössen R,, die Coefficienten einer orthogonalen 


uv 
‘ 


Substitution von der Determinante +1 oder —1 sind. Demnach ist 


33.) ZA” == TYoln 


u 


und 
(34.) DBAPAP = 06 


dA 


Ersetzt man s durch —s, so geht jene quadratische Form in Fs,, 2,2, — 2s%z, 


„(%). 
über, und da deren Rang ebenfalls gleich 4 ist, so lässt sie sich auch in 
eine Summe von vier Quadraten verwandeln 


Io Er? en _ y’/ 57 4(u)„ 
2s 3; —5,,2,%; u 2,(2,4} = 


[e f. 


Mithin ist 
aA’) = 2 
also bilden die Grössen AY“ ein orthogonales System. Folglich ist 
(35) ZA” = 2 =2lylu), SAPAY=0. 
Von den Grössen A\(u = 4, 5, 6, 7) mache ich im Folgenden weiter keinen 
(sebrauch. Setzt man nun 
(A,, A, A, A) = 14% | 
so ist nach (33.) und (34.) 
z ! 9 y Ö' 
(A, Au, A, AA, Ar, Ar, A)=el" ' u 
\“Bu» #3 y» Aus ya La. LU Ku Br h) 


Man kann daher die Grössen A) so wählen, dass 
(36.) (A, As A, Ay) = Fond 


wird. Auch dann können sie immer noch durch die allgemeineren Aus- 
drücke B{“) ersetzt werden, es müssen aber die Grössen R,, die Coeffieienten 


einer eigentlichen orthogonalen Substitution sein. Ist «, A, y, d, 2, 4, u, v 
eine eigentliche Permutation der Indices 0, 1, .... 7, so ist 
(A,, A;, A,, A;) in Wapyrd +Yy O 870: (A,; A;, A,; A,) v- ip jy0 ' YYy 0 


und mithin 
(37) 2Vyplu)o,.,3(W) = (A,, As, A, A+(Ars Ars Aus A, 


und 


(38) 2w,.,(u) = (A,, As, A,, Ay)—(A,, A, A 











12 Frobenius, über die Jacobischen Functionen dreier Variabeln. 
Damit sind die Funetionen o,;, 3,85 Wu, und Yyp durch 32 Grössen A\” 
dargestellt, welche den Gleichungen (33.) und (35.) genügen, und man über- 
zeugt sich leicht, dass durch diese Formeln den in $6 und $ 7 entwickelten 
Gleichungen sämmtlich genügt wird. 


$ 9. 
Irrationale Invarianten und Covarianten von Fr). 
Setzt man in den vier Formeln (1.) $8 «»=0, so erhält man 
1) Zfanlerr, = % 
gleichgültig, ob die Indices verschieden oder gleich sind. Diese Gleichung 
kann man mit Hülfe der Beziehung (4.) $5 auf die Gestalt bringen 


2.) f. ; er ae task len „Bi 0#/ +fe x [als +7, zrolzin: =V. 
Demzufolge kann man acht lineare Funetionen von vier Variabeln 2, 3',2',3", 
(3.) 2, a‘) 3. 4 a,23 t a; Pr +4; 2 G=0U,1,...7) 
so bestimmen, dass 


(4.) [aars =. (4,, d;, a . a5) 2= al) ( Pi x E a 


\ u 

wird. Z. B. kann man, wenn z, 4, «, v eine eigentliche Permutation der 
Indices 0, 1, 2, 3 ist, 

her 7 5 ER (eo: Ay... 7) 
setzen. Aus den Formeln (1.) folgt in Verbindung damit, dass die Grössen 
f.;,,; sämmtlich von Null verschieden sind, die identische Gleichung 

(d. Sz, = 0 
/ 

und allgemein, wenn £,(w”, we, w', w”) = fs(w) eine beliebige quadratische 


Zi 24 


Funetion der Variabeln oo”, w', w', w" ist, 


Betrachtet man die Grössen a‘, a;, a;, a, als die Coordinaten einer Ebene a, 
in Bezug auf irgend ein Coordinatentetraeder, so besagt diese Gleichung. 
dass die acht Ebenen a,, @,, ... a; die gemeinsamen Berührungsebenen 
dreier Flächen zweiter Klasse sind. 

Aus den Formeln (15.) $4 und (3.) $ 5 folgt 


„3 » _—- 
C gt aäydlaArd * Ezjuv Qu 92,9a89 3,y,0 3 
und mithin ist 


c' ge 2460025761347: ssofraafunssfussrfosse m (U l, 23)(#. ZB) Tg) : gu 








I 
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Nach (1.) und (11.) $4 erhält man demnach 


c* wasfursıfusırfinse = —(j, k)(01, 23)(45, 67)(0123)h Coası Toaus Co2ss Cosar 


"er 0145 Cvısr 


Ebenso ist 
e* 0357 u346 fu2s6 fira7 — —(j, k)(01, 23)(45, 67)(0123)h a Co357 Coaur Co356 , 


0123 Eoıa5 Co: 7 


Setzt man also 
7) f=-—ech=—eg, 
so ist nach (6.) $ 3 
f sau fnasfonsr 0347 uss6 — fussr fusas furss finar- 
Dieser Ausdruck wechselt daher nur das Vorzeichen, wenn man irgend 
zwei der Indices unter einander vertauscht, und folglich ist allgemein 


(8.) +f nn Falud xaß’'r'lxa’'ßy' za — Saar [waraylzapr za; , 
wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem zx’a«'PP'yy' eine eigent- 


liche oder uneigentliche Vertauschung der Indices 0, 1, ... 7 ist. 
Nach (15.) $4 ist 


5:2 
(9.) c g Coaröfasrs —— Elm 9:3IoryIas5I 3,9589; ) 
und mithin 


e*g" A zleofonza) = —(012)(1,2)(2, 0)(0, 1)8(929%090) (I7g,) (Tg. ,)(I19;,), 
wo 4 z.B. in dem Producte //g,;, alle von O verschiedenen Indices durch- 
läuft. Nach (11.) $ 4 ist also 

(10.) fo = (012)(1, 2)(2, 0)(0, 1)efg,..- 
Ferner ist 
eg"? Cyıza Coa2 Ein23 Cvie7 Corzs Corso forsa free for23 v167foi75 0156 
= —e(01)(0234, 1234) gu. (95942923) (9679595) (Ag) Tg) 
und mithin nach (1.) und (11.) $4 
(11) Afusfsefnsfnerforsfos = — (0234, 1234) fg Can Chu 
Nach Formel (4.) $ 6 ist 

en BET) onen Un = (567, 2) Fur SaeFanı gu +. 

.++(967, 234) Ion234 050, 


91 


Nun ist aber nach (18.) $4 und (11.) 
(567, 234) c’g9u.1232fui3s ons 0123 /vı67/u175/u1s6 — &ı (KI6T) Cu234C1234 Yaıf firsafıos- 
Ferner ist 


(567, 2) 0691339 9u.12fnıfasasfasacfessr = &n(KI6 7 Con Crfg3agoı- 
Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 1. 10 
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Denn multiplieirt man diese Gleichung mit fawfasu, so geht sie nach (10.) 
$4 und (10.) über in 

Ir 912954923924 (Ersor Crisafına) = —ET gar (Eiser Casa finaa) (Euser ©1234 f1234)) 
welche mit Hülfe der Gleichung (9.) leicht zu verifieiren ist. Demnach ist 


0,2 2 O,133, 0 23 + 
Fass 23 


Fuaıfı 234 005 


(12. Ar Tasschasur PR 0,13, 0 34 + O,142 x 
.) 0 Fe 
RE 


f Fo fa1ss 
Nach Formel (7.) $ 6 ist 


: 367 9, 0, 
&,(k4)(25, 567 )Cy234C1234 en Wan = (234, 967)c., 33 Jo sn I G,, 


NER E 
0.1.2341 00144 
+ &;(234, 2) a Zn 


94 for 
Nun ist aber, wie aus der zweiten oben benutzten Formel durch 
Vertauschung der Indices 2 und 4 hervorgeht, 


(4, 967) eCu2399o14fonzsfassfinfessr u &,, (4) O4 C12341f923 gun 
und nach (22.) und (23.) $ 4 


(234, D)C 11459 Io.1.235 v123 f2345 Zn 


und folglich 
o193 Oa3 27 00144 04) 
- hir, 2; = finsu fs: » 


(13.) foı23 Yun - - 
Fasaslsaschsna: Feısa ff: 2E7 


Die Glieder der ersten Dimension in der Entwieklung von o,;(w) 


-— Ey (k4)(23, 6 TC; 1612339194 fin fh 235 


f 0,.,,0 


seien, wenn man „ durch x ersetzt, 
(14.) us — A,;% +4,;% "+80. 
„3,3(u) mit den Gliedern 


der dritten Dimension anfangen, so folgt aus den Gleichungen (1.) $ 7, (12.) 
und (13.) 


Da die Entwicklungen der Functionen w,;(w) und 


15.) Sfirsta = 0 
A 
4f T Fin Pille 
(16.) st — ER ’ fo: Ion za * Bun 0, 
Tnı2a Toras Ferse FR 014210123 
17) zufealın „ oa _ 


EL Re 
Die Determinante der drei linearen Functionen z,;, &,,, 2, bezeichne ich 
Aus der Gleichung (15.), die man auch schreiben kann 


far Bar nt TE 0, 


A fa343 


mit [x4, ur, 00). 
And Bari Khkereen 
folgt, dass 

[aß, ay, ad] = m, 


aßyd» 


ie ed a ee a urn Shan) en are Fa er 
ee ae 3 Shi 








BETT RINDE IR TAU 2 2 PEORREN VAEREN 
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wo m, von ß, y, Ö unabhängig ist. Setzt man in (17.) @&,=x2.-=(0. so 
erhält man 

fI23, 46, 47) = — muß fasmfasrı fasrs- 
Setzt man in (16.) 2, = x, = (0, so erhält man 


fo. fs[23, 34, 42] = faufau[01, 42, 43]. 
also mit Hülfe der vorhergehenden Relation 


f[23, 34,42] = m fswfsufssfascfrr- 
Daraus ergiebt sich durch Vertauschung der Indices, dass m, = m, ist. Be- 
zeichnet man den gemeinsamen Werth der acht Grössen m, mit m, so er- 
hält man folglich die Gleichungen: 

18.) [eß,oy,ad] = mf,:,3: 
(19) F1By yo, @ß] = mIlfas., 
(20.) flef,xA,zul = —Mfausfzuanferuolrruofziur 

In dem Produete (19.) durchläuft 4 die fünf von «, , y verschiedenen 
Indices. In der Formel (20.) sind «PzAuoor die sämmtlichen acht Indices. 
Bei unserer Definition der Jacobischen Funetionen ist ein allen gemeinsamer 
Faetor willkürlich geblieben, und daher bleibt m völlig unbestimmt. Wie 
man bei bestimmter Verfügung über jenen Factor die Grösse m berechnen 
kann, habe ich in meiner Arbeit Ueber die constanten Factoren der Theta- 
reihen (dieses Journal Bd. 98) gezeigt. 

Dass die Coeffieienten der Anfangsglieder der 28 ungeraden T'heta- 
funetionen die Coordinaten der 28 Doppeltangenten einer Curve vierter Ord- 
nung sind, ist gewiss eine der merkwürdigsten Eigenschaften dieser Fune- 
tionen. In den bisherigen Darstellungen ihrer Theorie findet sich aber 
keine Identität, aus der sich jener Satz so direet ablesen liesse, wie aus 
der in $ 8 entwickelten Formel (19.) oder (26.). Bezeichnet man nämlich 
die Glieder der vierten Dimension in der Entwicklung von (uw), falls man 
darin # durch x ersetzt, mit F(x', x’, x") oder kurz mit F(x), so folgt aus 
derselben die Relation 


21) AFe) - 


Hl 


a Norm I} 2,3%," Ve. j I7,5%;; |, 
aus der jener Satz unmittelbar hervorgeht. (Noch einfacher ergiebt er sich 
aus der Formel (14.) $ 14). Sind ferner @,;(r) und @,,,;(x) die Glieder 
der dritten Dimension in den Entwicklungen von w,;(u) und w,;,,,(u), so 
folgt aus der Gleichung (20.) $ 8 

(22.) fasrs@anslE) = 0,505 U, + aa, Et Tas Ca Fa, CE 
10* 


,y* 
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In meiner Abhandlung Ueber die Jacobischen Covarianten der Systeme von 
Berührungskegelschnitten einer Curve vierter Ordnung (dieses Journal Bd. 103), 
die ich im Folgenden mit J. C. eitiren werde, habe ich die in diesem 
Paragraphen entwickelten Relationen auf einem anderen Wege hergeleitet, 
so wie auch viele andere, die sich aus den Formeln des $ 8 durch Coeffi- 
eientenvergleichung ergeben. Mit Hülfe der Gleichungen (18.), (19.) und 
(20.) habe ich dort gezeigt, dass @,,.; die Functionaldeterminante von irgend 
drei der quadratischen Funetionen 
Tl, Fınfyı, LaX2, LT, LoFr, TıTss 

ist. Aus den Formeln, die ich in $ 10 entwickeln werde, folgt dann, dass 
@,, die Funetionaldeterminante von irgend drei der Funetionen 


TrFır, Lak, Lars Foslıs Foolıc, Fur 
ist. 


$ 10. 
Uebergang von einem Fundamentalsystem zu den andern. 
Aus den entwickelten Relationen kann man neue ableiten, indem 
man die Formen untersucht, welche sie annehmen, wenn man statt des ur- 
sprünglichen Fundamentalsystems ein anderes zu Grunde legt. Setzt man 


(1.) a = [0123], 
so bilden die acht Charakteristiken 


2) [0]=[0al, ... BJ=Bal, 4-4, ... [9-17 

ein Fundamentalsystem, für welches die Summe der ungeraden und die halbe 
Summe der sämmtlichen Charakteristiken 

3.) K=ha j=j (mod. 2) 
ist. Der Kürze halber schreibe ich z. B. 9,,, für 9,.; und bezeichne all- 
gemein durch den einem Ausdruck beigefügten Strich den Ausdruck, welcher 
auf die analoge Weise mit Zugrundelegung des neuen Fundamentalsystems 
gebildet ist. Die Function g'(#) kann sich ihrer Definition nach von (u) 
nur um einen constanten Factor unterscheiden. Da aber nach $3 k,, = has 
ist, so ist auch pw) = Y(u) und folglich F'(z) = F(x). 

Setzt man 


fu = IM;fau, fh = } fon; h= I, fo, Be If; 
h = Il fsor; l; .- I; fun; fs . I; 45713 f - Il fası ; 





cat. ia a a Ze ae a ea a 
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so ist nach (10.) $ 9 
a) | Ceumfwch = (0, a) fgias Cefuh = Cl, a)fgirs 
eeunfozfı = —(4,a)fgon af = (9, a)fgi6;; 
Die Formel (16.) $ 3 lautet für b= [0a] 
C13Y(u) = Zu(k0as, 04) hr Frra (u) + S4Ch0R, Var) hl I (w)) 


oder 
e | g: g: g: j g2, 
0123 „ 2; fr r2 2 ax 703 > ., ax III _ 
u. Fe (a, v1) FR O7 (a, 02) > 03,71 (a, 05) - 92 +2/(a, Vaı) —z—- Oy;. 
c I 95, 9: A Ay! 


Den Formeln (4.) zufolge ist aber 
uf \ 923%. 
C If: — (01, a) - 3 h „3 
f € 123 90123 


und mithin nach (10.) und (15.) $ 4 


IE ” 
I 
953 0123 fofi 


Ferner ist 


ea) Cy123 9123 fofa —n (O4, a)f 9123956; 
und folglich 


(a, Dat)’ fufs(g0:9295) = fheu2(9679595) 
Multiplieirt man mit (9499,69), so erhält man nach (11.) $ 4 


(a, 04) ff = Fin CiscıQufuser 
und mithin 


2 2 ‘74 
\ 123, € 0567 
a, Va4) ——— = 
( } ) 954 Co123 fufs 


Setzt man diese Ausdrücke in die oben für g aufgestellte Formel ein, so 
findet man 
(5.) Yu) = Fin 034 zn Gut Zr 02+2; um 
Setzt man dagegen in der Gleichung (16.) $3 b=[4]|, so erhält man dureh 
analoge Umformungen 
6) year ar ar La, 
ı Jalı Rh Ti A MAfı 
Durchläuft A die sechs von « und 5 verschiedenen Indices. so be- 
stehen zwischen den sechs Funetionen 0,,0;, drei Relationen von der Form 
<0,0,,05; =0. Für die Coeffieienten C, kann man jedes System von 
Werthen nehmen, welche die Gleichung Omar: = () identisch befriedigen. 


Um nun zu erkennen, wodurch sich die zwischen jenen Funetionen auf- 
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gestellte Relation (6.) $ 6 auszeichnet, betrachte ich das Anfangsglied in 
der Entwieklung der Gleichung (13.) $ 6. Ersetzt man in demselben « 


und da durch x und y, so erhält man 
(7.) EI Yan = od, 
wo 
(8) Ya = Gy ta y tansy" 
ist. Durch die Betrachtung der Glieder der zweiten Dimension in der 
Formel (5.) $5 zeigt man, dass die Gleichung (7.) auch gilt, wenn «= 
ist. Aus der Formel &0,,0,,=0 folgt daher, dass eine Relation von der Form 


0,0,305+ 030,,0u+ 840,001, = (0 
besteht, deren Üoefficienten die Gleichung 
C.21390 + O2. yo + FC, 2o Yu — (0 
identisch befriedigen. >Metzt man 
= Eu = Yıs > Yır =V, 
so erhält man 
C,[13, 04, 05][03, 16, 17]+C;[12, 04, 05][02, 16, 17] = 0 
und folglich der Formel (20.) $ 9 zufolge Of, = C,f. Setzt man 
22 > Eos = Yıs = Yr =, 
so erhält man 
C,[13, 12, 05][03, 16, 17]+(C,[04, 12, 05][14, 16, 17] = 0 
oder O,fafosafızza = Cıffı., Mithin ist 
(9.) (one + onan +2] Fmufnenn —(. 


In ähnlicher Weise führt die Formel &0,,0,, = 0 zu der Gleichung 


2 »2 „2 
fso7ı 023041 L fs6r2 031 042 ı [5673 012043 
(10.) fi f: f3 
fı235 0,5 067 fı236 016075 fı237 0,7056 
EN TI 0, 
; fü f | 





und die Formel &0,,0;, zu der Gleichung 


2 2 j 
(11.) S furfurnanos [ 05704 x f 05604 er 0. 


fi | fü f} 


Nun mögen «aßyd die Indices 0123 und #Aur die Indices 4567 in irgend 
und 


einer Reihenfolge bezeichnen. Dann ist o,,; = (,,0,5, 0, = („6 


a Eee esse 
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0,= CC... Aus der Vergleichung der Formel (5.) mit der Kelation 
y(u) = (0) ergiebt sich 


ER e- eo: OO If 
ee - 2 in er han © 27T) Aue 
Ebenso findet man 
Bi Er. en 
u Ci hf a", 
Ferner erhält man aus der Relation (9.) 
OuC. . CoC5 ss, Dnt = ! . : de u . 


Aus diesen Gleichungen kann man die Constanten C,; berechnen. Setzt 


man Vabe...=VaVYbYe..., so findet man, dass entweder 





0. ae, 

\ | Vals Yf«fi 
(12.) 5 GE | 
ei (w) Ben } [Tar0« Gax() vn } Narr Gar(t) 

Val af. 


ist, oder dass diesen Ausdrücken sämmtlich das entgegengesetzte Zeichen 
ertheilt werden darf. Man könnte also noch in jeder dieser Formeln den 
Factor Yl hinzufügen. Dann enthalten sie zehn Quadratwurzeln Vf, ... Vf. Vf 
und Y1l, für welche sich auf dem obigen Wege keine Bestimmung ergiebt. 
Dureh Uebertragung der Gleichung (4.) $5 findet man, wie ich zeigen 
werde, zwischen denselben die Beziehung 


(13.) Yhhkh = Vhkskh- 
Ausserdem kommen jene Wurzeln in den obigen Formeln nur in gewissen 
Verbindungen vor, welche sich sämmtlich durch 


Yl, Why» Moln Melle +. Vhhf 

ausdrücken lassen. Mithin bleiben darin nur sieben Vorzeichen unbestimmt. 
Da aber auch bei der Definition der Funetionen o,; sieben Vorzeichen. 
nämlich die von gu, --- gu, willkürlich gelassen waren, so folgt daraus. 
dass die Vorzeichen der in den Formeln (12.) auftretenden Wurzeln keiner 
andern Beschränkung unterliegen als der Gleichung (13.). Der Einfach- 
heit halber will ich ausserdem Yl=-+1 setzen. 

Die Betrachtung der Glieder der ersten Dimension in jenen Glei- 
chungen führt zu den Formeln 





(14.) Kap = “4 , C,, — Tan 2. ie N lBrde Tax ” } Marur Zar 
Yfafs Yfıfh Yfafz Yfaf 
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Die nämlichen Formeln habe ich auf einem anderen Wege J.C.$6 ent- 
wiekelt, und aus ihnen die Beziehung (13.) abgeleitet. Man kann diese aber 
auch auf folgendem Wege finden: 

Nach Formel (1.) $5 und (12.) ist 


Gap®ras _ TS 9,8078 
c' Vfafs c 
und folglich, weil 9,; = Irasaa = —(k, yI)I,,s 18t, 
u — k ) — EM d* 
9 ( 9 Y ) c Yfofi 9, 


Nach Formel (9.) $ 9 ist 
31! _.!' ' ! ' ' ! ! ! ! 
c’h Cy123 foi23 = 85590993 J1291393- 
Nun ist aber W’ =h, &sor = Eisen, Cu = (a, k)e und 
(15.) ehfikfs = (a)f'cus; 


und mithin 


f? 
16.) us» = ——— 
0), a Tier 
’ di fisoz, und daraus ergiebt sich die Re- 
Yfafsfof: 
lation (13.). Mit Hülfe der Formeln (18.), (19.), (20.) $ 9 habe ich J. C. 


$ 7 weiter nachgewiesen, dass 


’ fois- 


Ebenso findet man fiss; = 


N fvffs 
11. m = —, 
f } fofi f2 fiı24 
(18.) fürs =, Tere forssfursafunssfiesafızas 


und 


+ 
TR = PR TEEN. wün: 
ee Be < 77 3, 
ist. Ferner kann sich z. B. 0,4 Von 0, nur um einen constanten Factor unter- 


’ 
0145 se 02345 


fs Fass 





scheiden. Setzt man «=0, so erhält man Es ergeben sich 


also die Relationen 


2) W)= u ee, 


fVffa Oı2a(u) 
21. ET EU 7 Be en 
Yfıfif? for 


fa R: 023; (u 
(22.) O4 (%) -. foussfinsafunssfisafı2as u R 


BE A 
Vfofifafs 
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Berechnet man mittelst der Formel (12.) $ 9 die Funetion w,. 30 ver- 
tauschen sich in der Summe nur die beiden letzten Glieder. und man erhält 


(23.) TR = Wurs Ws a Wis 
Vertauscht man in jener Formel die Indices 1 und 4, so findet man 
fon Ya = ZOG isor = Wıser 
und daher 


(24.) Ya — Yı23 R TR — Vom . 
fı234 fsoru 


Umgekehrt ergiebt sich aus der Formel w.. = F0,,6,,, die Relation 


er W234 Wsor ) 
25.) = Win = Wu 
( . fi234 > 5670 k 
Ferner 1st Glen FR 0), EHn u Vf f f =0,; Ö;ı 23 und folglich 
ofılela 
(26.) Vu Wu | 
. fbı23 foı23 


Den constanten Factor C, durch welchen sich w,.., Von 4, unterscheidet, 
könnte man bestimmen, indem man in der Gleichung F0,,05., = (Fo,,0;.. 
a„=|[02] setzt. Indessen ist es bequemer, die Methode anzuwenden, die ich 
J. C. $ 7 benutzt habe. Man findet so 

97) us _ Yu 

y , fl145 foıss 

Mit Hülfe dieser Formeln kann man jede Relation auf alle Formen 

bringen, die sie anzunehmen vermag. So ist z. B. nach (26.) $ 8 

‚O124\ in In 

Ö (01 24) = Yo rY Pri124 


und nach (8.) $5 Pu = fa und folglich 


> 
0 O3 ’r 3 fosı 70 
’) 
0, v O3 fis67 014 v3 ea 2 
(28.) ® _—— Alf; 7) (W344 f Y 4). 
O3 O3 () [ 256; O4 / 


Fuss On fis6; 614 (sr 02 V 
Die Function a34.1234 Ist in $ 6 durch folgende Bedingungen definirt: 
Ihre Charakteristik ist [O1], ihre Entwicklung fängt an der Stelle [0234] 
mit den Gliedern der dritten Dimension an, und sie hat für «= 0 den Werth 
füzsafızz. Im ähnlicher Weise definire ich allgemein, wenn a und b zwei 
azygetische Charakteristiken sind, eine Function w,, = w,,. Ihre Charakte- 
Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 1. 11 
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ristik ist ab, ihre Entwieklung beginnt an der Stelle « (und mithin auch 
an der Stelle 5) mit den Gliedern der dritten Dimension, und für v„=0 ist 


Vin ao , Welzaßy Pr Fee und Viur.xAuo a Fe ER 
Dann ist Wiss = fofna Pas, und aus der Gleichung (28.) $ 8 


(0124) 


' ! ' ! 
W134 Wor24 + P Wonza0124 


ergiebt sich folglich die Relation 


Ö 03 613 füsor O4 
05; 0 03 fi67614 | / 
(29. : EEE Un — fosor fıs07 Faser fasor Wr I u / W434). 
Öj: On Os [3557 03; | 


3 


füser va fis67 014 2367 024 0 

Aus der Formel (29.) $ 8 

A u ! | R I , 2 ! 2 ! 2 ! ! ! f ' ! ' 2) 

zp 6507,0 20405045 = W336 Pı337 Tr W237 Pı236 —EW 6237 2361237 7 YP (Prsspraar— W:236.1237) 


folgt die Relation 


’c 4 ) > D) \ 
(30.) f 0,003 04050 = Ws Por tr Wir Ps — RAT WW t f (Pur — Wem) 
Aus der Gleichung (20.) $ 8 
' ' > 2 ne + 2 en Pe ' 
ya Way = 0303,02 02003 + OO Oz t On 09 


ergiebt sich 
(31.) —foVvu3 = hOuOnGatf 69203 t+ RIO OO 
und mithin lässt sich der Quotient zweier geraden Sigmafunetionen in der Form 
(32, Og123 et a 0,,03,015 + FRUTRUT +6 O9, 051 + O9 002 012 
- fo fo 051 Ing Ooz +f 0,,0,,0,,+f,0,,0,, O,; +f; 0,505, 0;; 
dureh die ungeraden Sigmafunctionen darstellen, oder es ist nach (18.) und 
(19.) $ 9 


03 


| »([01, 02, 03]0,0,,0,—[10, 12, 13]0,0,63+*--) 

ua = Ze ([23, 31, 12]0,,6.05+[23, 02, 03]0 ,0563+""). 
Auf diese Formel, die man auch leicht direet herstellen kann, und die auch 
gilt, wenn man die eonstanten Factoren der Functionen o,,; ganz willkürlich 
wählt, kann man, wie ich beiläufig zeigen will, einen neuen Beweis des 
Satzes gründen, den ich in meiner Arbeit Ueber die constanten Factoren 
der Thetareihen (siehe dieses Journal Bd. 98; $ 5) entwickelt habe. Nach 
Formel (6.) $ 2 ist 
c4,(0e+w)$,(w+tu)d,(u+v) = z GIIRZEIORZROZRODL FRE) 
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Ist @ einer der Indices 0, 1, 2, 3, und setzt man o = [a] = [0123], und er- 
setzt man ® durch —v»— u, so findet man 
cH,(u)I,.(u+e)I,(e)—cCI,(u)I,(u+P)9I.(e) 

Ey &((k, eh))(ch, a)ı, U) u), (o)4,, u-+® 


wo sich 4 von 4 bis 7 bewegt. Vermehrt man e um «ef, wo %=0,1,2,3 
von « verschieden ist, so erhält man 
ut) Ile)—lu) Faß (u+0)9,.,(®) 
= &((k, ah))(h, ay)al, ea) I. NIE) ut vo) 
Jh : i „#1; 


Differentiirt man diese Gleichung nach » und setzt dann = 0, so ergiebt 
sich 
DNA) 

= (Ch, o4))(h, a)(eh, eo) I, NINA re). 
Setzt man also 

(4, o)V((k, A))V(A,a)9., (I, = R, geredet 
so ist 
=R,.dR,, = ((k,o))(o, ad)\cI, u), ON) IA), u)d,.;lt)). 
Setzt man aber in den obigen Gleichungen ® = 0, so erhält man 
AR, = (c9, (a))—(cI,(u))', <A, R.=dO. 

Daher bilden die Grössen R,, ein orthogonales System, und mithin ist 
die Determinante vierten Grades 

Rul = +lleI.W))—(e'9,(u)))”. 
Sind Yu, $1, Pr. Y; irgend vier Functionen von u, u, «", so bezeichne 
ich die Determinante 


O0 . oO@Q, oo, 
f,> Ge Fe 7 


ou ou ? ou 
wit [Pu Yu Pa» $5]- Multiplieirt man dann die Determinante [R,,, Ry,, Ri, Ru; 
mit der Determinante |R,,|, so erhält man mit Hülfe der entwickelten 
Formeln 
Co" — oo, Os; Oo; Cor) 
= |0 6, — 00,0%, ya — ana, 0a 0a] 
= 0°0,03,05[01, 02, 03] 
— 0" 0(0,,0,,0,[23, 02, 03]4-0,,0;, 0,[31. 03, 01]+0,,0,,0»[12, 01, 02]) 
+ 0'0°(— 0,0,03,[10, 12, 13]+-0,,0,,03,[20, 21, 23]— 0,,0%0,[30, 31, 32]) 
— 0° 0,0, 0,8[23, 31, 12], 
‘5 
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26 a es ic R 


wo C eine Constante und ou) = et) ist. Aus dieser Gleichung folgt 
0123 
in Verbindung mit (33.) | 
os Gy; Os On) = [23, 31, 12]00,,0.05-+[01, 02, 03]0'0,; 0;,0,.. i 





Vermehrt man hier « um eine beliebige halbe Periode, so erhält man eine 
Gleichung von der Form 


34) [9,9,8,9) = 49,9,9,9+B9,9,9,9,, 


hs pt L q 





wo A und B zwei ÜConstanten sind, die acht Charakteristiken a, b, ec, d, p, q, r, s 
irgend ein Fundamentalsystem bilden und = pgrs = abed ist. 


$ 11. 


Die quadratische. Form A(z) und ihre adjungirte Form g9(w). 
Setzt man in der Gleichung (10.) $6 e=-u, !’=0, «=[V1l], 
© = [02], so erhält man 


89, (ee) = ElO,r)CE, 12)9,:. In) Im (O)F (Zu). 
Da die linke Seite eine ungerade Function ist, so durchläuft kr nur die un- 
geraden Charakteristiken [24], und folglich ist 

8 I, (UI) = 3;(0 1224, #4) C 12x Cox Coiza Parı (ZU). 
Nach Formel (1.) und (20.) $ 4 ist 4 


C C12% Ca Ir anı2 = — (01224, zb) 1303 Cror4 Evi on. 
und mithin nach (10.) und (18.) $ 4 
3 2 3 
C v12# foı22 Gxi = — (012%, zh) C1243 Cru Ci Fr2 Igor 


Demnach ergiebt sich 
30 (u)0,,(u)0,(U) 0, (u) = Sforzufnen 0,,(2u) 
und ebenso allgemein | 
(1.) 80(u)0,,(u)0,,(u)0,,;(u) = Sfasrulasrr 0,,(2U), ' 


wo z, 4 alle verschiedenen Paare der Indices von O0 bis 7 durchlaufen, 
Setzt man also unter Anwendung der Bezeichnung (3.) $ 9 


(2) Bolw)h(z) = 3o,,(2u)2,3;, 





zZ ı 


so ist A(z) eine quadratische Function der vier Variabeln 3°”, z', 3", z 
welche an der Stelle 


b] 





nn 
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' 2 ı (0) A re (v) ' rs (0) ! zZ 

ad, ad, A, | ad, 4, .4, ad, a, 9, a, 0, A, 

! [Zj sm. ’ „ re zZ ) ! ss m ( ' „ 
=, ,3 = —- 55,3 =, = A, 

’ Zi rs, \ " ı ! ı ! Zi 

‚a, a, da, a) a, a, a,’ a, q, a‘ a, a, 


oder, wie ich mich kurz ausdrücken will, im Schnittpunkte der drei Ebenen 
G,, G;, a, den Werth o,,(u)o,.(u)o,;(u) hat. Setzt man s,, = Yy(2u), 
8. = 0,,(2u), so ist nach Gleichung (5.) $ 9 auch 

l6o(u)h(2) = 2 8,,2,8,- 
Sind nun A“ die in $ 8 eingeführten Functionen, in denen aber « durch 
2u ersetzt ist, und ist 


ZSAmNa) = he) (u,r=0,1,2,3), 
Ö 
so ist nach (33.) und (34.) $ 8 
7 \ \- y/ var) al)N? 
160(u)h(z) - er <h, 2 )« 


Bezeichnet man also die Determinante von A(z) mit D, so ist nach dem 
allgemeinen Multiplicationstheorem der Determinanten 


(16oW) VD = |h?| = Mass Fuss 


Ist aber «ydziur eine eigentliche Vertauschung der Indices 0, 1, 


m 
. 


so ist 
faprö Fass + feruv Feiuv = fagro(Fas,st Farus) = Mas, V p (Zu) 0.5,5(2u), 
mithin 
2’(o(u))YD = Yy(2u) Sf, Ouas,(2u) 
und folglich nach Formel (18.) $ 5 
(3.) 2’D = ylu’y(2u). 
Die adjungirte Form von h(z) = Fa,,z'“)2” bezeichne ich mit „-p(u)g(w) 
und ihre Polare mit 


() u) ve. we mw" 
ee ae ar Er 


pWgle,w) = — | 


re 


© Gr Bu Ga Gy 


Ich werde zeigen, dass die Coefficienten von g(w) ungerade Thetafunctionen 
siebenten Grades (mit der Charakteristik %#) sind, dass also die ersten Unter- 
determinanten von D sämmtlich durch y(w) theilbar sind. Ist 2(z) eine 
beliebige kubische Function der vier Variabeln 2°, und ist 2,;, ihr Werth 
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im Schnittpunkte der drei Ebenen a,, a,. a,, so ist 
N P(3)h(z) x P.5r0;5,(u)0,.(u)0,;(u) 
(4.) nn = ar, 
Ilz, Su$AR, 11 fhaßr 


wo 4 in dem Producte /Tf;,;, nur die 5 von «@, , y verschiedenen Indices 
durchläuft. Denn die Differenz jener beiden Ausdrücke ist, mit //z, mul- 
tiplieirt, eine ganze Function fünften Grades, welche im Schnittpunkte von 
je drei der acht Ebenen a. @,, ... a, Null ist und mithin identisch ver- 
schwindet (siehe dieses Journal Bd. 99, S. 288). Setzt man P(z) = 7,2,3;, 
so ist demnach 
05,0,u.0a5 Fr R, 

f567»fs673 4 
wo 0, P, y. z, 4 die Indices 0, 1, 2, 3, 4 sind. Eliminirt man z, mittelst 
der Gleichung Z&fs,,3, = 0. so möge sich ergeben h(z) = IP 228). Setzt 


(D.) —h(z2) = 8 


man zur Abkürzung 0,050: = t4 = ta, 0003 = t%4 = ty U. 8. w., ferner 
v,;=0 und fan >= C,, 80 Ist 


— 26 C, C,P,; _- CV, pe; C, Vı, mn C, PTR 
Ist 
\ \ 
, = (%, @, 4, 4), = —-(W, Ga, G;, A,), 
i \ 
w,=(w, a, %, %), w,=—-(W, a, @,, 4;). 
also 
" 3 nv 
Siw,2, = (SW ’ 3 
+ I 


und 160,9,, = y(u)g(a,,a;), so ist die Form gp(a)g(w) = Si4u,W,W, die 
adjungirte der Form &p,,3,3, auch dann, wenn man z,.... 2, und w,....w, 
als die unabhängigen Variabeln betrachtet. Daher ist 


2 a] 5: 
9394 9a = (PıP»—Pı2) Pai| (mi=1,2,3, 0) 
und folglich, weil &|p,,) =D ist, 
f \ / ee. Se / Ze 
9(a,)g(a,)—(g(a;. a,)) un c,p(2u)(pıPp2 Pi2)- 
Nun ist aber 
406,6 (PıPa—Ppr) = |9.5— Ct — one 3 | (0,31, 2), 
eine Determinante zweiten Grades. die sieh in die Determinante vierten 
(Grades 
Un Cu nr Cu 


% du Pte 6 
ai | 


Ux %, % C; 


7 RUE. er ee 
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umwandeln lässt. Setzt man für o,, seinen Werth ein, multiplieirt dann 
die Elemente der ersten Zeile und Colonne mit o,, die der zweiten mit o,, 
und die der dritten mit o,,. so enthält jedes der Elemente »,,0,,0, den 
Factor 0,,9,,0:40,, und man findet daher, dass jene Determinante gleich 
ist o3,, multiplieirt mit der Determinante (28.) $ 10. Folglich ist 


\ 2 ur Ba \ 
9(a,)g(a,)—(g(a,, a,)) = —-4yl2u)a (wur pp 
und allgemein 
ut R \ / \ 2 ri \ / \ ? / \ > \ f x \ 
6) 90)9a,)-(9(a., a) = 1 @u0,Ww (vs IRRE) 
Ebenso ist 
x / \ / / u ) %; \/ \ 
9(a,, a,)gla,)—g(a,, a,)g(a;. a,) = --op(2u)(p, Pa —PıaPıs 
und 
Be Ho 


%u © dr 6 
4 u. / \ l 11 12 | 
646,626; (PııPa —PrePı3) = — 
% dd du 6 
wir wi 
Diese Determinante ist gleich 0,,0,,, multiplieirt mit der Determinante (29. 
$ 10. Daher ist 
9(a,, 4,)9(a,)—9(a,, a,)y(a;, a,) = -Iy(2u)040,(Ww4 Wat pP W434) 
und allgemein 
g(a,, a;)g(a,)—-g(a,. a,)g(a;, a, 
-1p(2u)o,,(u) 0, „(u)w;,(u)+Y(u)w,,;s,(W)). 


In ähnlicher Weise kann man auch die Determinante dritten Grades 


zu 


gi | 
ya 


94 = Z+tpıPaps; berechnen. Der Abwechslung halber schlage ich aber 
einen anderen Weg ein. Aus der Relation F+4.9»29» = pa|p., | folgt die 
Gleichung 

=+9(a,, a1,)g(a,, a,)g(a, a) = T5yu)(p(2u)) 03050. 
Daher ist 

(9a, 09a, (9a, a)))9@, @)9a, a)—(g(a,, a,))') 
- (gay, @,)g(as, a;)— (av, 0;)9 (av, a;)) = 9(a,, a) F+g(a,, a,)9(@, 0)g(a,, a; 
= gl) plueP(2u)) or 06r- 

Nach (6.) und (7.) ist aber die linke Seite gleich 

lu) oolwt pp Wr typ) (Yr Wr tY Ws) )- 
- IIo,, und allgemein 
8) 9(a) = Ho.) 

f 2 \ ? 


Nach Formel (30.) $ 10 ist folglich g(a,) = 
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wo 4 die sieben von « verschiedenen Indices durchläuft. Beiläufig ergiebt 
sich aus dieser Formel in Verbindung mit der Gleichung (6.) $ 9 die merk- 
würdige Relation 
(9)  (TMo,)+(HTo,)+-+(Io,) = 0 
und mithin nach (11.) $4 
10) 6,090, MITI)+G, DA MAI) t +, DA MAI) =. 
Ferner ist 
(gCav, a,)gla, a)—(g(av, a,)) )(gla., a,)g(a., @)—g(a,, a,)g(a,, @)) 
+(9(aı. a)g(a,. a)—g(a,, a,)g(a,, a))(g(a,. a1)glau, @2)—g(a,, a,)g(a,. @,)) 
= 9(a,, a)F+g(a,, a,)g(a,, a,)9(@,, @,) 
und daher 


p9(Aa,. A, ) 


r ER (Yin + Y Pan)lW: VarY Yon) t (Won Wat p Van) WoW t+Y Wu) 


01 


wo sich die durch % nicht theilbaren Glieder aufheben. Allgemein ist 
folglich 


nr = vs) vu) Ye 
+10, U), UV IN, u) 
+ ()y.,;(W)w,.,;(W). 
Dieser Ausdruck hat demnach für jeden von « und > verschiedenen Index y 


( 1 1 ) 
( oJ 
\ J 





denselben Werth. 

Bezeichnet man die Glieder der fünften Dimension in der Entwick- 
lung von g(w) nach Potenzen von » (falls man a durch x ersetzt) mit 
2F(z)G(xz;w) und die Polare von G@(x;w) mit G@(z;v,w), so ist nach For- 
mel (8.) und (11.) 

(12) Ga; 0)=0), Gau, a). 
Demnach ist @(x; w) = z’@ (w)+r"@"(w)+r""@” (w) eine ganze lineare Func- 
tion von x, und @'(w) = 0, @"(w) = 0, @”(w) = 0 sind die Gleichungen dreier 
Flächen zweiter Klasse, welche die acht Ebenen a,, a,, ... a; berühren. 
Dieselben werden nicht von einer und derselben Developpabeln vierter 
Klasse umhüllt. Denn sonst würde, wie sich aus den oben aufgestellten 
Formeln leicht ergiebt, die Determinante von je drei der linearen Funetionen 
x,; verschwinden. 
Bezeichnet man die Hessesche Covariante von F(x) mit 


ö°’F | 988m’ G 
Wär 7 2885 m'@le), 
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so ist, wie ich J. ©. $ 11. gezeigt habe, 
G= 6,,@,,+@;,@..+0@,.@,; (mod. F). 


Sind also die Glieder der sechsten Dimension in g(w) gleich @ (x), so sind 


9(d,, Q;) 


sie in nach (11.) congruent @,;+G-+2@. Vergleicht man dahe: 


in der Formel (6.), nachdem man sie durch 0, dividirt hat. die Glied: 
der zehnten Dimension, so erhält man 

3@ G (mod. F). 
Die Glieder der sechsten Dimension in ga) sind also LG (a)--Fi)O 
wo O(x) eine quadratische Function ist. 


$ 12. 
Die Function Z,4..% 
Die Berechnung derjenigen Determinanten zweiten Grades des Svstems 


\ 


g(a,,a;), die im vorigen Paragraphen noch nicht bestimmt sind, führt aui 
eine bisher noch nicht betrachtete Thetafunetion vierten Grades. Durch 
die Gleichung 
1.) Pu ° N;fuufen; 

wo der Index 4 nur scheinbar bevorzugt ist. wird eine Uonstante p,;,.s=p 
definirt, die das Zeichen wechselt, wenn man « mit 5 oder y mit d ver- 
tauscht. Nach Formel (9.) und (10.) $ 9 ist 
Bin A Be 
also nach (4) $ 4 

(2 


‚ ‚01931 /01 931,[ 993 \ 
.) foı23 Pui 23 = 0123)(01, 23)e( / )- 


GE Cu 23 


— (0123) (01. 23 e( 90.1,2 90,13 90,1,492,3,.4923 


95,5,7 991 € Cu23 


Aehnlich wie die Formeln (10.) und (11.) $9 und (15.) $ 10 den Formeln 
(1.), (20.) und (7.) $ 4 entsprechen, entspricht diese Formel der Formel 
(22.) $4, und man kann auch Formeln aufstellen, die den Formeln (21.). 
(23.) und (6.) $ 4 in derselben Weise analog sind. 
Setzt man in der Gleichung (11) $6 e = —u, so erhält man 
Illu) = Fr, OL23ZT) I, NN) Il). 


Hier kann r nur gleich [024] oder |0324] sein, wo 2, 4=4. 5. 6. 7 ist, 
und folglich ist 


I, (u) le) rl) 
: ’ a Funzil2u Funril2u 
uns 3,0, 12) (2, 03)(012372, zu) Cyyi C31,3 O3 eril ent. ) — nun . ) 


Cry) Cı 77 
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Aus den Gleichungen (22.) und (23.) $ 4 ergiebt sich aber 


(445 523 y0v1Yy23 < 7 - r) 
E in EC Cy23 05 035 = 2 . (0, 12)(2, 03) (45, GT) Ey E15 Ca Craas 
90123 90123 


a. ee ee 


und mithin 


(0, 12)(2, 03)(45, 67) gu 923 Cnas Esıas Cs Cias = CO Cuafonsfan- 


Daher ist 


PN , \ Om23( U 7 O2x2 O2 
(3.) So(u) 9, (W) 03; (%) I 3( ) ia EEE ... SER 3x4 )- 
a y fo123 a. ae fo3r7 
Nun ist nach Gleichung (9.) $ 9 und (2.) 
(0, 15) 8. V2)e gu 923 
C123 9u2 931 903 912 


Po.» = 
Durch Vermehrung von # um [02] findet man folglich 


; u 7 O4) 2u OA 2u 
(4.) Pu 0n (a) 05 (U)0;(a)In(U) = S; RN; (Zu)  Omx.(2u) ). 
H. 


fü2x; | fox; 
Setzt man also 
4- N Pr #3 Pa _ _ - -_ 
(2. ) /o1 >»3 au) u P»ı.23 On Oz; Oz FE 7 Po23ı O1 0,30 0,3 rPos.1 > O,,; O5; On O;; b) 


so ist nach (2.) $ 9 
(6.) - 84012 (%) = Shine O3,,(2Uu)-+ fine; O31,,(2u) + fa, 91221(2%) ). 
Dieser Gleichung zufolge ist 
(7) Ka) = EX). 
Die Function Z,;,; wechselt das Zeichen, wenn man irgend zwei ihrer Indices 


vertauscht. Eigentlich müsste diese Function mit %,..;,5 bezeichnet werden. 
In ähnlicher Weise entspricht jedem Paar gerader Charakteristiken eine 


. i 2 . i a . . 36.35 . 
Funetion z,,, und folglich ist die Anzahl soleher Funetionen gleich — 5 — = 630, 
wie ich J. ©. $ 135 auf einem anderen Wege berechnet habe. 

Setzt man ferner 


00,,. Be 
Ess (0903, — 095), 


Forza 


(8.) X03(%) = Por In Oz On Crat 
so ist 
(9.) Aaßrd 7 KapyöT Karast Hadipr 
und nach (3.) und (4.) 


10. BXunfe) = (fin 023,,(2U) — fine Oz1. (20) — fin 012.1 (2U)). 


Die Funetion 4,»(@) hat die Periode [0123], und aus den Gleichungen (6.) 





a ER ee 











Frobenius, über die Jacobischen Functionen dreier Variabeln. 


und (10.) ergiebt sich, dass 


(Ol) %o,,, (#-+[01]) 2B3)2(u+[23]) 
1) fe) = med _ EiiimteriiR] 
(% (Ns: (u)) (N,,(M)) 


ist. Zu den Funetionen w,,; steht die Funetion %,;,; In einer einfachen Be- 


0,3 


ziehung, die man auf folgendem Wege finden kann: Die Summe 


Z(F,, if ia Ir 2 fi oa) (Forrufsriu Fzerufeeiu, 
+ (Fuus-frasz - fin 3; Fraufıeau — Fr erufaeiu 
| -(F,. J; Ssasr ae) Frauen -Fasiuftziu), 
in der sich jeder der sechs Indices von O0 bis 7 bewegt, zerfällt, wenn man 
die Multiplicationen ausführt, in zwölf Summen, von denen ich je zwei ver- 
einige. Dann ist z. B. nach (13.) $ 8 
= gs f hl Y v y \ 
- Dun m fie 5; Faziu FF: „—F;. ara) 
= SS füaprhımau Fasz Fiat Fasz Fun + Faszu Fo 
Da sich die drei Summen, die hier auftreten, nur durch die Bezeichnung 
der Summationsbuchstaben unterscheiden, so ist mithin 
_— $, — 3 fon 5; fie. ann. 
Vertauscht man Öd mit «, % und y und addirt die drei so erhaltenen Summen 
zu der ursprünglichen, so erhält man 
—43,, u = (firafon;; fixen. fus;; “ef f Ö; - fast: fi 0, F 5; H PIE 
und folglich nach (2.) $ 9 
48, =. 32f,,,sfomF. RT IR 
Ebenso findet man 
—48,, .. -42 F,, J; Faru(fı lu -Szu5 fr ru, uns 3Sf,5. la J; F, 1y,).* 
Da nun z. B. If, ,.sF,;,5 = 248 f,;,sF,;,s Ist, so erhält man die identische 
Determinantenrelation 
> a s/yn . 7 
S(F,, fin I; ae va 5; )-S(F;, srl 305; au Fa.5 fr 
S(Fous. Fre eg J) fo r/° S(F;,; -fı I; -F, la 
N a ” \ S 7y% F 
+S(F,, TEEN S(F 25: fa. Bu 7°: Pf ee 
"z —Ilfuara F.;. 3): S(forxi F ti, 167 Hfınza Pz1x; | fs Fin | füsxa F; Ih | fı2. F uh)* 
Mit Hülfe der Formeln (37.) $ 8, (18.) $5, (17.) $6 und (6.) ergiebt sieh 
daraus die Gleichung 


(12, O5 WW, 0,5 ws -- O . WW. Os; W353 0,3 Ws 0 y v 09 ande 
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Vermehrt man in der Gleiehung (18.) $5 a um [Ol], so erhält man 
bis auf einen eonstanten Factor 
‘ N ) 2 f b, a f _ ” N I 7 . 
+ 8(0,,()) Pie -— Ei « 3 frei Oyr,(2u)+ SD füugy Ivas, (ZU). 


Aus den Gleichungen (D.), (6.) und (17.) $5 (für e=0) ergiebt sich 
die Relation 


a Ba 7 NND 7 fn Fa A 
4(0,, (“)) = —_ SO, u)) 1 © (Oyu5; (a)) . 
af. G,2,y 


Betrachtet man in diesen beiden Formeln die Glieder der zweiten Dimension, 
so erkennt man, dass der constante Factor in der Gleichung (13.) richtig 
bestimmt ist.  Vermehrt man in dem Ausdruck (17.) $6 für 00,w,, die 
Variable um [O1], so erhält man bis auf einen eonstanten Factor 

(14. — 80, (U)02(U) Wa) = Sfr On (2U) + fire 9.20). 
Dass der eonstante Factor richtig bestimmt ist, erkennt man mit Hülfe der 
Gleichung 

—20,(0)92(0) = F0,,(W) On.) 

die sich aus (1.) $ 8 ergiebt. N 

Nach diesen Vorbereitungen wende ich mieh zur Bestimmung der 
Determinante g(a,,a,)g(a;, a,)—g(a,, a,)g(a;, a,), welche ich gleich 

Ip (2u)(0,;(u)0,,(u) wu) wu) p(U)Xus,W)—Ss5;0lus,5) 

setze. Um die so definirte Grösse #,;,, zu berechnen, betrachte ich die 
lineare Funetion 


Re 4 | ur . 4 E 
u Br f (2u) (9 I, 4,)g Ad, W)—9\4,, a,)g(@,, w)) 
o,(u)w (u) x 5 
UN & uw, a,, a5, a, 
04H) N = v4 


gu, 


- 


z 


3 (0,1.,(2) (4, ©, 4,, 4) —0,,(2u)(W, a,, @,, 4,)—012,,(2u) (a, w, a,, 4,)). 


Ist 4 >2, so ist f(a;) = furilor,. Nach (7.) $ 11 ist f(a,) = f(a,) = f(a,) =. 
Endlieh ist nach (6.) $9 Ifsnfla,) =V und folglich Ay = kur. Daher ist 
[,;,; von d unabhängig. Da ferner t,;,, = tz, = tysa; = bi,a. 18t, 80 ist 


!,;,s =t von den Indiees unabhängig. Aus der Identität 
(gla,, a,)g(a;, a,)—g(a,, a,s)g(a;, a,))+(g(a,, a,)g(a;, a.)—g(a,, a;)g(a,, a,)) 
+(g(a., a,)9(a,, a,)—9(a,, a,)gla,, a,)) = 0 
erkennt man mit Hülfe der Gleichungen (9.) und (12.), dass = (0 ist. Dem- 
nach erhält man die Relation 
(15.) 9(a,, a,)g(a;, a5)— g9(a,, a,)9(a;, a,) 
EÜE, = — Ip(2u)(0,;(u)0,,(u) w,;(@) w,s(u)— ya)%, a). 








IE LEVEL EEE yP er > 





SEE TE VEN EEE Er Sr Se 
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$ 13. 
Die Funetion h(y. 
Ist A(y,z) die Polare von h(z) und A,;..;, Ihr Werth, falls man 
für 4 die Coordinateıt des Schnittpunktes der drei Ebenen a,, «a;, a. und 
für z die des Schnittpunktes der drei Ebenen a,, a;, a, setzt, so ist 
/ 


(1.) Z+g(a,, a,)g(a,, a,)g(a,, a,. Kpa)ly(2u))h 


und wie leicht zu zeigen 


V lusr war f 





g(a,a.) 9(0,,0.) 9(0,G, 
2) I Tip 900,) 90,0) 9(a,a,, 
‚#ru 9(0,,0,) 9(a,, a; g(a,,d, 
= pl2u)(h.s,.00r Reue — Rapyarw re 


Einen speciellen Fall dieser Formel, nämlich die Gleichung 


35 Masfarrs(ga, a.)gla, a;)—gla,, a;)gla;, a 
TE Rene 
habe ich in $ 11 mehrfach benutzt. 
Um jene Werthe von A(y,z) zu berechnen, führe ich die Bezeich- 
nungen 
(4) oufw)w,.(u) = Pit 


KuN\ 


U), 0,38) Wasrslu) = Fass Pasrs(U 


ein. Diese Funetionen wechseln das Zeichen. wenn man zwei ihrer Indiees 
vertauscht. und es ist 


Fr: DD a he Pa 4 
(9.) P wu) = + P,,3(W). 


Sind zwei der Indices gleich, so sollen diese Ausdrücke identisch verschwinden. 
Sowohl zwischen den geraden Funetionen # 


„,, wie zwischen den ungeraden 
Funetionen #,;,; giebt es eine grosse Anzahl linearer Gleichungen. Naeh 
Formel (17.) $6 und (18.) $5 ist 


(6.) WPD) = 3 franz; Ira, (2U) = — 3 faasr Tau, (ZU 
a,B,Y BB; 


und 
Su’ yW)= S fu, 0.5, (2U). 


en 


Nach Gleichung (1.) $ 9 ist daher 
) Ein Ps) = fessoW ya). 


(7. 


gleichgültig ob die Indices «, ?, 7, 0 verschieden sind oder nicht, und 
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allgemeiner 
8) ZWus = -o@W)y(lW)s,. 
/ 
Von den mannigfachen Gleichungen, die sich hieraus ableiten lassen. er- 
wähne ich nur die folgende: Durchlaufen z, A die Indices 0, 1,2 und u, v 
die Indiees 3. 4. 5, so ist 


< Pfsir 7 Ss V, ER Pe — Opa, 
und folglich 
= rl lt P, Fursrf av0r a PS Furl am 


Kbenso ist 
<=, A [07 1 m. -Fof. ub? [367 u. +09 faofse 
und mithin 


<F, fawir [ss = < aus favor; 


oder weil 
f vor ar07 — Faro ax67 on ER PR, 
S Falle = ES Puf 

x, 


uvb7* 
u 


Ist. 


Allgemein ist, wenn ©, 9, y, 2, 4, u sechs verschiedene Indiees sind. 
h ri j R 


O\ ; IT | F 2 _Lı\Ff u \L/F wer 7206 | i 5 ) rn 
). / Iyx Pu Vaßrı SE j ons P.) T 2 Alm P;, | Terus Pe I Fabae: Ps, V. 


Setzt man die Ausdrücke (1.) $ 11 in die Gleichung (20.) $ 8 ein, so er- 
hält man 


10) Bol) #,,,(W) = Sf: 8 0,,(2u) + f,3,50,(2u) 4 1a550,,(2u) + f,, 0, (2) ). 


und diese Gleichung gilt auch, wenn die Indices nicht verschieden sind. All- 
gemeiner ist, wie ich beiläufig erwähnen will, 


| +0(a)0,,,(W) W350) +0(0)0,4,5(0) Ws, (u) 
(11.) — la: (9,5,,(u 9) 0,,.(u Ho)+ 0,,,5(u—0)0,,(u+®) 





+0,5,8(9—0)0,,(u+9)+0,,,,(u—v)0y(u+)). 


Aus jener Gleichung folgt 
80 fu; Z, 0.97 z| . S fur (fast Jh a f: xy YA rf, 3x, 0,x + las 0) 


Y,h 
und mithin Be (1) $1 
(12.) Su) f.; PU) = < fasırlaar a0 (2Uu). 
Nach Gleiehung (2.) $ 11 ist inter 


(13) ; 2 une = tr Papa) = — fusri PorraW). 
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7. B. erhält man für «'P'y' = «apy die Gleichung 

(14) 20,.(u)o,,(u)0,,(u) = Zus, Pas,ı(U) = ES 0,5, U) W530). 

/ , 

welche ein specieller Fall der Formel (4.) $ 8 ist. 

Zu der Formel (13.) kann man auch auf folgendem Wege gelangen: 
Nach (20.) $8, (1.) $ 11 und (1.) ist der Coefficient von r in der Deter- 
minante vierten Grades 

Ig(a, a,)+tre,; (@ 

gleich y(a)(ly(2u)) fs, #.;,5. Mit Hülfe der Methode, die ich J.C.$ 8 
benutzt habe, schliesst man daraus, dass allgemeiner 


(15. rw ra) Yan Para) Taarı Pansa) = Igla, a) +re 
\ I.) | ; 2,3 
v 17,0) 


ist. Wie nun dort die Formel (3.) erhalten wurde, findet man hier mit 
Hülfe der Gleichung (1.) die Formel (135... Man kann aber auch die 
weiteren Entwicklungen jenes Paragraphen auf die vorliegende Untersuchung 
übertragen, und findet, wie dort die Formeln (5.), hier die Gleichung 
(16.) =9(4,, a) Piss = Hfus,sp(u)y (Zu), 

in welcher «, 5, y, © nieht verschieden zu sein brauchen, und, wie dort 
die Formel (6.), hier die Gleichung 

(17.) 44 (Zu) Pop Fasyı = |9(0, ar)+rel (% 
Mit Hülfe der Formeln (6.) und (7.) $ 11 und (15.) $ 12 ergeben sich daraus 
die Relationen 





y (BD: 1 WW? n?2 NW? Do / 2 > R 

2 _ mm _ —__ { ( N \ 

- ni Pr}. I g* ] / 1 Y \ a; P 5; 0, ‚Yp, 0 Y 

> V us; ; r Ey e P;. P.,- wi Zr an — YF 5. Ö 3, V;. N 1 d OÖ: W_ 
18.) 2 | 
h P e; Jar m 7 Y r u Y X FE 

r) 

Yy ; 2 

DE A 

ß. 

$ 14. 


Neue Darstellungen für die Function (u). 

Zum Schluss will ich noch eine Darstellung der Funetion y(w) ent- 
wickeln, welche von den bisher betrachteten gänzlich verschieden ist, und 
auf welche ich durch die Bemerkungen des Herrn Schottky am Ende seiner 
Arbeit Zur Theorie der Abelschen Functionen von vier Variabeln (dieses 
Journal Bd. 102) geführt worden bin. Seien p, und p, zwei von der ver- 
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schwindenden Charakteristik p, verschiedene syzygetische Charakteristiken, 
und sei 9, = —p,p. Dann kann man eine ungerade Charakteristik a, so 
bestimmen, dass die vier Charakteristiken @,p, = a,, sämmtlich ungerade sind, 
und drei gerade Charakteristiken @,. @, a, so, dass die zwölf Charakte- 
ristiken a,p, =a,; (@e=1, 2, 5) sämmtlich gerade sind. (Vgl. meine im 
Folgenden mit Gr. eitirte Arbeit Ueber Gruppen von Thetacharakteristiken, 
dieses Journal Bd. 96, $ 3). Von den vier Charakteristiken a, a, @, a, 
sind je drei azygetisch, und ihre Summe ist einer der Charakteristiken p; 
songruent. 
Schreibt man für 9, ,, kurz 9,,, so haben die beiden Produete 9,9, 
und 9,,9,, die halbe Periode p, zur Periode und die Ausdrücke 
Iu9,,+8[(a, pı)V (ps. Pp)FaPar 


yıy! \ y» 

wo e= +] ist, ausserdem noch die halbe Periode p,, und zwar ändern sie 
sich bei Vermehrung von # um p, oder p, für alle Werthe von z in der 
gleichen Weise. Daher sind unter diesen vier Funetionen höchstens zwei 


linear unabhängig (Gr. $ 4). Es besteht also eine Gleichung von der Form 


209 PP II) = 0. 


Die Verhältnisse der Constanten C, bestimmt man, indem man a = a,a, oder 
a,a, setzt. So findet man die (auch aus Gr. $ 6 (2.) leicht abzuleitende) 
Gleichung 
=1(a,, Pı)lla. @,))IulO)I ON) +Ela,, Pı)Y (pr, P)92(0) 9,00) 
x, I, (W)+Ela,, P)/(p, pP)IaW)I,u)) = 0. 


Da dieselbe für e= +1 gilt, so folgt daraus 
2a, a,)) 9. VI, III LIION II) 0. 


Setzt man also 
(1) r,= ((a,, a,))/19,,(0) (a=1, 2,3) 
so ist 


‚ Flu)F,ı(u) F.(lu)d,s(u) 
(») ER f 1 k- 23 a 
2) <Zir,\5,0)8,0) 5..0)8.,0) ) ® 


und für z= = 0 
(3.) r, n. N, ge N; = (), 


Mithin verschwindet der Ausdruck 


3f Palau) N 
3.1 w3[ Yol 
> l 7 [7 | u |) ( %,; (0) ; ) 


/ 





en PER 
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für «= 0, und da die Glieder der zweiten Dimension in seiner Entwiekluno 
dieselben sind, wie in dem verschwindenden Ausdrucke (2.), so fängt die- 
selbe mit den Gliedern der vierten Dimension an. Dieser Ausdruck kann 
sich folglich von der Funetion f (u) nur durch einen econstanten Faetor unter- 


scheiden, der, wie ich unten zeigen werde, gleich —r,r,r, ist. Demnach ist 


4 p(n) = /Bala)\ 
ws ws — et ,\ t ’ 
f Ar a) \#,,(0) / 


l 
Addirt man dazu die mit 2 multiplieirte Formel (2.) und die beiden 
analogen Formeln, so erhält man 


p(u) . m. u) ‚im 
2. | 
Pe or F,.,.(V)U,,(VO 
oder wenn man 
ri , F,,(u 
a S, 2. — 
/ ı} 1 ) 
setzt. 
‚pS pin) 
(6,) AN Br Ss 
’ j ",t F 


Diese Gleichung lässt sich auf mannigfache andere Formen bringen mit 
Hülfe eines Systems von Formeln, das ich jetzt ableiten will. Sind a. 


du du 


yore Au, u Te WER bh». ‚ zwei adjungirte vollständige Systeme 
(Gr. $ 5), so ist 
2" >(ba,)),,(u He)4 „(u—v)3 u+v)9, (W—v" 
= (ab) Z(ab,)9,,(u+o)I, (u—v 3, He )I,.(W— eo). 
Solche zwei Systeme bilden z. B. füroe=5, «=2 die vier Charakteristiken 
Ad, @,ı, GA, G,, WO 0 ein bestimmter der vier Indiees 0, 1. 2. 3 ist, und 
die 16 Charakteristiken a,, (%, 4=0, 1, 2, 3), und mithin ist 
22 (p) 91m He), u—v)I,,(W+o)I,,(u—rv' 


= S(a,a,)$,(u+v)I.,ua-v)I,(W+v)I,,(W—o 


+4 KANN ’@ 
4, 
ig u w w = 
lirsetzt man , ve, «, v' durch u+-,,0+,, 5, ,, so erhält man 


g v/ \ıd /N\ € / \ / a £ 
22 (P)) F; A )) I, m) I C—M , F; U +0+W 


au 
= E&(p)((a,, a,))I9,W)9ı(u+w)9,ı(e)I,,(e-+w 
ah 


Setzt man oe =u+p, und © = p,, so findet man 
2 (P;) ) „I n () F, 


da 
AI 


a (u) 


„VI, , „(2 


14 


— y/ I )4 5 N ‘') \ (4 ‚ \ 
=\Pı) GE a,) ' 4 u)‘ ‘%) ai»: ‚u uud 2 7E u . 
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Auf der rechten Seite sind hier je vier Summanden einander gleich. Setzt 
man also 


(7.) R, u ((a,, a,))9,.( : ) (x =0, 1, 2, 3), 


so erhält man, falls «= 0 ist, ER, =0, und falls «=]1, 2, 3 ist, 
lr,S, = Zi((@, a,, a,))R, 


m 


Sind «, 9, y verschieden, so ist ((a,,a;,a,))= —1, weil die drei Charak- 

teristiken a,, a;, a, azygetisch sind. Sind aber «, %, y nicht alle ver- 

schieden, so ist ((a,,a;,a,))=-+1. Demnach ergeben sich die Gleichungen 
V=R,+R, -R,+R,, 

1,9, = R+R,=—R—R,, 

1,8, = R+R,=—R,-R,, 

DI SR» IE 


4 





In Verbindung mit den Formeln (3.) und (6.) folgt aus diesen Relationen 

ILp(a) = nr (R+R,)— nr (R-+R,)—rır,(R+R;) 

nr Ri+nR; +; R,—2r,r, R,R,—2r;,r, R,R,— 2r,r,R,R, 
oder 
(9.) Lou) = Nlir, R+/nR+Vr;R,). 

Dabei habe ich diejenigen Darstellungen von S,, S;, S; benutzt, in denen 
R, nicht vorkommt. Ist «, %, y=]1, 2, 3 und benutzt man die, in denen 
R, nieht vorkommt, so erhält man 


(10.) p(a) = Nlir,R,— Vr,R,;+Vr;R,). 


"erner folgt aus den Gleichungen (8.) 


o 
Ir,r,(8,4+8;)= —r;(R,+R,)—r,(R+R,) = r;(R+R,)+r, (R+R,), 
Lr,r(8,—8;) = —r;(R,+R,)—r,(R+R,) = r,(R+R,)+r.(R-+R,), 
also 
4:8 Ir,r,(8,48))= r,R,—r.R,—r;R,;, = —r,R,+r,R;+r;R, 
und 
(12. lr,r,(8,—8,) = —r,R,—r;,R-+r,R,= r,Rı+r,R,—r,R.. 


Nach (9.) ist aber 


da f (®) et (r, h a R, _— N; R,)— Ar, 1; R, R; 


und mithin 


R, R; \ 
) 


Ta N; 


(13) pa) = rirs((S,+5,)’—64 
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und ebenso 
(14) gu) = r;r;(S,—-S,)—bAr,r;RuR.. 


Ersetzt man endlich in der identischen Gleichung 


(2—y—-23)y—-3—-z)(3—-2-y)— Says = (r+y+2)NVYa+Vy-+Va 
x, y, 3 durch r,A,, rn R,, Mn oder durch r,R,, r,R,, r,R,, so erhält man 
15, rn; (8,4 (S+8,)(8,+8,)—-$’rr,r,R,R,R, 
j = 4y Z— . FrR,) = -Yyl(u)(rS +n,S,+r;S, 
und 
= rırr3(8,+8,)(8,—8,.)(8.—S,)--8’rrr, R,R,R,; 
(16.) 2 


\=4y(u) \r,Ru+r,R,+r;,R,) = p(u)(r}S,—r;,S,—r’,S,). 
Vergleicht man in der Formel 


F,,(u) lu u u‘ 
a > > f HN ) J/X\ x » h . d \ ı \ 
(14.) pa) Tr, N; =\ \ $,,(0) ce F;, ©] 647 1 ‚AA | v2 X; > 9 c) | 


die Glieder der vierten Dimension. so EN man, falls man x dureh r» 
ersetzt. 
CF(z) = Q’—Ar,r;r, IX 


wo A,, das Aggregat der Glieder der ersten Dimension in der Entwieklung 


2/3 


von 9,(u) ist, Q eine Function zweiten Grades von x bedeutet, und C eine 
Öonstante ist, von der ich jetzt beweisen werde, dass sie gleich 1 ist. 
Diese Gleichung zeigt wieder, dass die Coefficienten der Anfangsglieder 
der 28 ungeraden T'hetafunetionen die Coordinaten der Doppeltangenten 
einer Curve vierter Ordnung sind, und dass die Berührungspunkte von vier 
Doppeltangenten, von denen je drei syzygetisch sind, auf einem Kegel- 
schnitt liegen. Wählt man das in $2 zu Grunde gelegte Fundamental- 
system so, dass p, =[45], p: = [67], —p; = [4567] wird, so kann man 
a,=|[k47]|, a, = [k4701], a = [4702] und a, = [k4703] setzen. Nun ist 
nach Formel (21.) $ 9 
faso; F (2) = (Ei tr Pr Ds gs Ks Ir Cr a, 
oder 
F(x) = R—-4 nutzten > (IND (ED CFED CARE 
1567 


wo A, das Anfangsglied von 9,,(w) ist. Ferner ist 


Is Yr5 947 Is; 3 N 
nu II, (C6e Cur5 J c 47a Cosa) 
€ 2 a 


r,r;r, UIX,,) = (IT eo. Onsa On7a Cie) Aus Ars Äuc- 
13” 


und 
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Bezeichnet man dies Produet mit 4P, so ist demnach CF=0°—P und 
F=R’—P und mithin (C-N)F=(Q+R)(Q—R). Da aber die Curve F= 0 
25 verschiedene Doppeltangenten hat, so kann sie nieht in zwei Kegel- 
sehnitte zerfallen, und folglieh muss C=1 sein. 

In der Formel (13.) sind a, .-+ Aa, Ag +++ Aa irgend acht gerade 
Charakteristiken, die ein syzygetisches (@öpelsches) System bilden. Dem- 
nach ist 


” ı( a 
/ _ 4 7 / ) 47 v2 (u) ’ { 7 2 
\ = 5 hy \ ) ö > n m — I . 
l ai u ' (In . „ )) , 3,(0) ) 64 Il F,(0) 


wo die Charakteristiken der acht geraden Thetafunetionen 9,(«) irgend eins 
der 155 syzygetischen Systeme bilden. Aus dieser Formel ergiebt sich 
der von Herrn Schottky |. e. bewiesene Satz, dass dieser Ausdruck von 
der Wahl des syzygetischen Systems unabhängig ist. 

In der Gleichung (9.) oder 


18.) pm) = NITIELON IE) HTITIEO) IH IN) I) 


IA\ 
ist die Funetion g(2«a) dureh dieselben zwölf geraden 'T’hetafunctionen aus- 
gedrückt, aus deren Quadraten die Function gu) in der Formel (4.) zu- 


sammengesetzt worden ist”). 


) Im 104. Bande dieses Journals Seite 4 bemerkt Herr Thome über einen Satz, 
den ich in einer Untersuchung über lineare Differentialgleichungen aufgestellt habe, er 
bedürfe einer Modification, eventuell sein Beweis einer Ergänzung. Diesen Ausstellungen 
oerenüber halte ich Satz und Beweis vollständig aufrecht. Die Voraussetzungen des 
Satzes bedürfen keiner Erweiterung, sondern brauchen nur richtig benutzt und combinirt 
‚u werden. und auch meine Darstellung des Beweises scheint mir, nachdem ich mich 
schon vorher auf die grundlegenden, zuerst im Programm der städtischen Gewerbeschule 
„u Berlin Ostern 1565 und später in diesem Journal erschienenen Arbeiten des Herrn 
Fuchs bezogen habe, hinreichend vollständig zu sein. Näher auf die Sache einzugehen 
habe ich um so weniger Veranlassung, als jener Satz bekanntlich in einer aus Rie- 
manns Nachlass in den gesammelten Werken 1576 veröffentlichten Arbeit über lineare 
Differentialeleichungen ausführlich behandelt worden ist. 














Rein geometrische Untersuchungen über 
algebraische Minimalflächen. 


(Von Herrn Rudolf Sturm in Münster i. W 


no 


Die Beschäftigung mit dem im vergangenen Jahre erschienenen 
ersten Bande von Herrn Darboux' „Lecons sur la theorie generale des sur- 
faces“, dessen drittes und umfangreichstes Buch den Minimalflächen gewidmet 
ist, hat mieh veranlasst, den Versuch zu machen, einige wichtige Eigen- 
schaften *) insbesondere der algebraischen Minimalflächen durch rein geome- 
trische Ueberlegungen zu erhalten, bei denen ich übrigens die Benutzung 
der einfachsten Vorstellungen der Coordinaten- Geometrie (vgl. Nr. 25, 27 
nicht ausschliessen will. Meine Absicht ist vornehmlich, (in I) einen all 


genauer: wenn 


gemeinen Beweis der Ordnung und der Klasse zu liefern, 
zwei (verschiedene oder identische) algebraische Curven /', 7’, vorliegen, zu 
ermitteln, wie viele Punkte des Orts der Mitten der Verbindungslinien der 
Punkte der einen und der andern Curve auf einer beliebigen Geraden liegen, 
wie viele Berührungsebenen dieser Fläche durch eine beliebige Gerade gehen, 
und zwar erstens für den allgemeinen Fall, dass die beiden Curven /\, 7, 
von einander unabhängig sind, und zweitens für den besonderen Fall, dass 
die Tangenten der einen Curve sowohl, wie der andern sämmtlich dem 
selben unendlich fernen Kegelschnitte begegnen; denn jede Minimalfläche 
ist ein solcher Mittenort, wenn der unendlich ferne Kugelkreis als der ge- 
nannte Kegelschnitt angenommen wird. 

In dem kürzeren Abschnitte II gebe ich für die Sätze der Herren 
Schwarz und Henneberg, dass jede auf einer Minimalfläche gelegene Gerade 
eine Symmetrie-Axe für dieselbe ist, dass der Normalschnitt jedes einer alge- 

*) Hinsichtlich des geometrischen Beweises der Minimums- Eigenschaft selbst sehe 


man den Aufsatz Steiners: „Ueber parallele Flächen“ (Berliner Monatsberichte 1540: Ge 
sammelte Werke Bd. II Ss. 173). 
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braischen Minimalfläche umgeschriebenen Cylinders die Evolute einer alge- 
braisehen Curve sein muss, und verwandte Sätze rein geometrische Beweise. 

Es ist natürlich, dass ich in der Einleitung einige synthetische Be- 
trachtungen, die Herr Lie in dem ersten seiner beiden grossen Aufsätze 
über Minimalflächen *) oder Herr Darboux insbesondere im sechsten Kapitel 
des genannten Buchs gemacht hat, sei es unverändert, sei es in anderer 
heihentolge der Gedanken wiederhole, bezw. verallgemeinere. 


I, 

I. Die Grund-Eigenschaft der Minimalflächen wird durch die fol- 
genden mit einander identischen Sätze ausgesprochen: 

In jedem Punkte einer Minimalfläche ist die mittlere Krümmung oder 
die Summe der beiden Hauptkrümmungshalbmesser Null oder die Dupinsche 
Indicatrix eine gleichseitige Hyperbel oder hat die Involution der conjugirten 
Tangenten zwei rechtwinklige reelle Doppelstrahlen oder sind die beiden den 
ınendlich fernen Kugelkreis treffenden Tangenten conjugirte Tangenten. 

2. Wir nehmen in der unendlich fernen Ebene & einen beliebigen, 
aber festen Wegelschnitt X an, construiren in jeder Tangentialebene einer ge- 
gebenen Fläche (F) die beiden Tangenten, die ihn treffen. Wir setzen voraus, 
dass (F) die Beschaffenheit habe, dass in jedem ihrer Punkte diese beiden 
Tangenten conjugirt sind. Von jedem Punkte der Fläche in der Richtung 
dieser Tangenten fortschreitend, gelangen wir so zu zwei conjugirten Curven- 
systemen auf der Fläche. 

Wenn P, P’ die Schnitte einer Curve y des einen Systems mit zwei 
unendlich nahen y,, 7, des andern sind, so muss, nach der Definition con- 
jugirter Taangenten, die Berührungsebene von P’ an (F) diejenige von P in 
der Tangente von P an y, schneiden; der eine der beiden Schnittpunkte mit 
ft hat sich also von dieser zu jener Ebene nicht geändert, die Tangenten 
in P, P an y,, 7ı gehen nach demselben Punkte von 8, sind parallel. 

Die längs einer Curve des einen oder andern Systems der Fläche (F) 
umgeschriebene abwiekelbare Fläche ist ein Cylinder, dessen Spitze sich auf 
ft befindet. 

Das Flächenelement zwischen zwei unendlich nahen Curven des 
einen Systems und zwei eben solchen des andern ist ein Parallelogramm; 
demnach sind die Bogen auf allen Curven des einen Systems zwischen zwei 


*) Math. Annalen Bd. 14. 15. 
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Curven des andern von gleicher Länge. Folglich besteht jedes der beiden 
Systeme aus congruenten und parallelen Curven, die dureh Verschiebung längs 
einer Curve des andern Systems aus einander hervorgehen. 

y, Yı seien die durch einen beliebigen Punkt P der Fläche gehen- 


den Curven der beiden Systeme, y', 7, irgend zwei andere feste Curven 


derselben mit dem Schnitte O0; Q, Q, seien die Schnitte y’y,, yıy oder die 
Punkte, die auf y', y, dem Punkte P entsprechen, insofern er zu y oder 


y, gerechnet wird. Wir verlängern 00, O0, um sich selbst bis A, R, so 


ist, wie man leicht erkennt, P die Mitte von RR. bewegt sich P über 
die Fläche, so erzeugen die Punkte R, R, die beiden Uurven 7, 7, welche, 
in Bezug auf O als Centrum, homothetisch sind zu 7", y} im Verhältniss 2. 


Unsere Fläche ist also Ort der Mitten der Sehnen (Verbindungslinien 
zwischen einem Punkte der einen und einem Punkte der andern dieser bei- 
den Curven /\, 7. 

Wenn wir O die Fläche oder y', y, die beiden Curvensysteme «durch 
laufen lassen, so ergeben sich schon &’ Curvenpaare, aus denen (F) als Ort 
der Sehnenmitten abgeleitet werden kann. Nimmt man jedoeh mit /\, 7, 
zwei Translationen von gleicher Grösse und Richtung, aber entgegen- 
gesetztem Sinne vor, so ändert sich der Ort der Sehnenmitten nieht: denn 
gelangen dadurch A, AR, nach S, S,, so erkennt man leicht, dass die Mitte 
von SS, mit der von RR, identisch ist. 

Es giebt daher x’ Curvenpaare I, T,, aus denen (F) als Ort der 
Sehnenmilten sich ergiebt, und jede zwei solche Paare können dureh zwei 
Translationen der genannten Art aus einander abgeleitet werden. Dass die 
Tangenten den Kegelschnitt X treffen, geht von den y, 7, über zu den 7, 7), 
und den durch Translation aus diesen sich ergebenden Uurven. 

3. Lassen wir aber zunächst diese Eigenschaft fallen und nehmen zwei 
beliebige Curven I, I, an. (M) sei der Ort der Mitten der Sehnen zwischen 
ihnen. Wir sehen unmittelbar, dass derselbe von zwei ÜCurvensystemen über- 
sogen ist: die einen y sind zur Curve I’ homothetisch im Verhältniss \ in 
Bezug auf die verschiedenen Punkte von I, als Centra der Homothetie, die 
anderen hingegen zur Curve I, in Bezug auf die Punkte von I, Durch jeden 
Punkt M von (M) gehen die beiden Curven y, 7,, welche zu den Endpunkten 
P, P, der in ihm gehälfteten Sehne als Centren gehören. Die Tangenten 
der Curven des einen Systems, z. B. der y, in den Punkten, in denen sie eine 
und dieselbe Curve y, des andern treffen, sind alle der Tangente an 7' in 
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demjenigen Punkte parallel, zu dem als Homothetie-Centrum 7, gehört, also 
auch unter einander: folglich ist der von ihnen gebildete Cylinder die der 
Fläche (M) längs der Curve y, umgeschriebene abwickelbare Fläche: 
woraus dann wieder folgt, dass die Tangenten an die beiden in einem Punkte 
M von (M) sich schneidenden Curven y und y, conjugirte Tangenten sind und 
die Curven also zwei conjugirte Systeme bilden. Die beiden genannten 
Tangenten m, m, sind parallel den Tangenten p, p, an 7’, 7‘, in den End- 
punkten P, P, der Sehne, deren Mitte M ist. Sind demnach insbesondere 
diese beiden Endpunkts- Tangenten p, p, parallel, so fallen unsere beiden 
Tangenten m, m, im Punkte M zusammen, und wir erhalten eine Haupt- 
oder Intlexionstangente der Fläche (M). 

Im Allgemeinen bestimmen diese beiden Tangenten m, m, die Be- 
rührungsebene u des Punktes M an (M). Wir erhalten demnach folgen- 
den Satz: 

Ist M die Mitte der Sehne PP, zwischen den beiden Curven I, I, so 
construire man durch die beiden Tangenten p, p, in den Endpunkten P, P, die 
Parallelebenen a, :1,; ihre Mittelebene ist die Berührungsebene u im Punkte M 
an die Ortsfläche (M) der Mitten aller Sehnen zwischen beiden Curven. Die 
Flache (M) wird also von den Ebenen eingehüllt, die parallel zu zwei be- 
liebigen Tangenten von I’ und I, je in der Mitte zwischen ihnen liegen. 

Sind die beiden Tangenten p, p, parallel, so führt unsere Uon- 
struction zu »' Ebenen, allen Ebenen des Büschels um die Mittelparallele 
zwischen p, p,; die Tangentialebene braucht aber damit nieht unbestimmt 
zu werden, da die Unbestimmtheit der Construction nur darauf beruht, dass 
die zur Bestimmung der Berührungsebene gewählten Tangenten ungeeignet 
reworden sind. Wir kommen auf die genauere Bestimmung dieser lÜbene 
noch zurück. 

4. Suchen wir die Ordnung und die Klasse der Fläche (M) zu be- 
stimmen, im Falle die gegebenen Curven I’, I’ algebraisch sind. Ks seien 
n, r Ordnung und Rang bei der ersteren Curve und n,, r, bei der zweiten ”). 

Wenn g eine beliebige Gerade ist, so möge mit (7', g) der Oylinder 


*) Den Satz, dass bei einer algebraischen Fläche (M) die beiden Curven T’, /\ al- 


gebraisch sein müssen, beweist Herr Darbouzx (S. 345) durch eine sehr einfache geometri- 
sche Betrachtung. Er nimmt eine Translation vor, durch die eine Curve y in eine 
andere y’ übergeführt wird; letztere ist dann ein Theil des Schnittes der Fläche in ihren 
beiden Lagen, also algebraisch, mithin auch die zu ihr homothetische Curve 7; vel. 
auch Lie a. a. 0. 8.54). 
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nter Ordnung rter Klasse bezeichnet werden, welcher 7" in der Richtung 
von g projieirt oder durch die Curven entsteht, die aus /' dureh Trans- 
lationen von der Richtung von g sieh ergeben. Dieser Uvlinder enthält 
aber auch die Spiegelbilder dieser Curven, genommen in Bezug auf irgend 
eine zu g senkrechte Ebene. 

Mit [7', g] hingegen soll der zu diesem Cvlinder in Bezug auf y 
symmetrische CUylinder bezeichnet werden. Er enthält nieht bloss die symme- 
trischen Curven zu den beiden eben geschilderten Uurvenschaaren, genom- 
men in Bezug auf g: sondern auch die Curven, welche zu einer Curve 
einer dieser Schaaren, z. B. zu 7, symmetrisch sind in Bezug auf die einzel- 
nen Punkte von g; doch führt dies zu keinen neuen ÜUurven: denn man 
erkennt leicht, dass die Curve, welche zu 7’ in Bezug auf den Punkt @ 
von g symmetrisch ist, sich ergiebt, indem man zunächst von 7’ das Spiegel- 
bild in Bezug auf die in @ auf g senkrechte Ebene nimmt und zu diesem 
dann die in Bezug auf g symmetrische Curve herstellt. 

Gerade aber als Ort der in bezug auf die verschiedenen Punkte von 
g zu 1’ symmetrischen Curven ist uns der jetzige Cylinder \I',g| wichtig, 
dessen Ordnung und Klasse gleichfalls », r sind, sodann aber noch wegen 
folgender Eigenschaft: 

Er wird von denjenigen Parallelebenen zu Tangentialebenen der Curve 
/' eingehüllt, bei denen die Mittelebene zwischen zwei solchen Parallelebenen 
durch g geht. 

Jene kEigenschaft von |/', g| führt zur Ordnung, diese zur Klasse von (M),. 

5. Um die Ordnung zu erhalten, wollen wir wissen, wie oft die 
Mitte einer Sehne zwischen 7, 7, auf g fällt, oder wie viele Symmetrie- 
eurven von 7‘, genommen in Bezug auf Punkte von g, die Curve /\ treffen: 
d.h. wie oft diese dem Cylinder [7', g] begegnet. 

Bei beliebiger Lage der beiden Curven 7', 7‘ oeschieht es in nn, 
Punkten; haben sie aber @ unendlich ferne Punkte gemein, in »n, —w Punk- 
ten; denn dass die unendlich fernen gemeinsamen Punkte von [7', g| und 
I, für unsern Zweck nicht geeignet sind, erkennt man leicht. 

Die unendlich fernen Sehnen — »z, im allgemeinen Falle — xe- 
hören ganz zur Fläche, da auf ihnen die Mitte unbestimmt wird. * 

Die unendlich fernen Punkte U, U, von 7, 7, sind auf der Fläche 


*) Geiser, Math. Ann. Bd. 3 8. 530. 


Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 2. 14 
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(M) n,-, bezw. n-fach; denn lassen wir y durch einen Ü gehen, so sinken 
(T,g) und [7,g] zur (a—1)ten Ordnung und g hat im Endlichen nur 
(»—1)r, Schnitte mit (M). Der Anschmiegungskegel »,ter Ordnung ergiebt 
sich folgendermassen: Man projieire aus UÜ die Curve 7‘, und ziehe zwischen 
jeder Kante des projieirenden Cylinders und der Asymptote « in U an 7" 
die Mittelparallele.e. Denn wenn wir g eine dieser Linien sein lassen, so 
fällt die der Asymptote « entsprechende Kante des Oylinders [7', g] (a—1)ter 
Ordnung auf eine Kante des Cylinders (U, /,), also auch einer der (a—1)n, 
Schnitte von 7 mit [7\, g]; der andere Endpunkt der zugehörigen auf g 
halbirten Sehne muss der im Allgemeinen vom unendlich fernen Scheitel 
verschiedene, hier aber auch mit ihm sich vereinigende zweite Schnitt 
der Kante a» des Uylinders [7', g] sein; die Mitte wird also auch unend- 
lich fern. 

6. Es sei nun M die Mitte einer Sehne PP,, deren Endpunktstangenten 
p, pı parallel sind; solcher Punkte haben wir nur eine endliche Zahl, so 
lange die unendiich fernen Curven der Tangenten - Developpablen von 7 
und /, keinen gemeinsamen Theil besitzen. 

Wir führen unsere Gerade g durch M; dann sind P, und p, symmetrisch 
zu P, p in Bezug auf M, also sind sie Punkt und "Tangente des Cylinders 
'/',g], der in Folge dessen von /, in P, berührt wird. Daraus folgt, dass 
unser Punkt M ein Doppelpunkt der Fläche (M) ist. P’ sei der Nachbar- 
punkt von P auf 7‘, P, der zu ihm in Bezug auf M symmetrische Nach- 
barpunkt von P, auf /\, und p', p, seien ihre beiden Tangenten. In einem 
Strahlenbüschel mit dem Scheitel M giebt es nur einen Strahl, der parallel ist 
zu den beiden durch p‘, p; gelegten Parallelebenen. Für diesen Strahl als 
g wird [7',g] von 7, in P, oseulirt werden, mithin er selbst in M drei ver- 
einigte Schnitte mit der Fläche (M) haben. Demnach ist unser Punkt M ein 
uniplanarer Punkt der Fläche (MW). Seine Berührungsebene « ergiebt sich 
tolgendermassen: Wenn P, P, die beiden Punkte auf 7‘, / mit parallelen 
Tangenten sind, M die Mitte ihrer Verbindungssehne und P', P, ferner die 
ebenfalls in Bezug auf M symmetrischen Nachbarpunkte, dann fasse man 
zwei Punkte der beiden Curven ins Auge, die auf denselben Seiten von P, 
bezw. P, liegen, wie P', bezw. P,, und gleiche (geradlinige oder Bogen-) 
Entfernung von P, bezw. P, haben, construire die Mittelebene zu den durch 
ihre Tangenten geführten Parallelebenen, bewege die Punkte auf P, P, zu, 
immer die (sleichheit der Entfernung testhaltend; die Lage, welche die 
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Mittelebene erhält, wenn die Punkte dureh P und P, hindurchzehen, ist die 
gewünschte Berührungsebene u. 

7. Es sei nun g wieder eine beliebige Gerade: so erinnern wir uns 
nun der zweiten Eigenschaft des CUylinders [7', gl. Die rr, gemeinsamen 
Trangentialebenen, welche er mit dem Cylinder (7\,g) hat. beweisen, dass 
rr, Mittelebenen zwischen den Parallelebenen durch eine Tangente von 7 
und eine Tangente von Z/\ dureh g gehen, d.h. dass die Fläche (M) von 
der Klasse rr, ist. 

Fassen wir nun die Hauptergebnisse in einen Satz zusammen: 

Wenn eine Curve I von der Ordnung n und dem Range r und eine 
andere I\, von der Ordnung n, und dem Range r, gegeben sind, so ist der Ort 
der Mitten der Sehnen zwischen Punkten der einen und der andern Curve von 
der Ordnung nn, und der Klasse rr,. Die unendlich fernen Punkte der ersteren 
Curve sınd n,-fache, die der andern n-fache (conische) Punkte der Fläche: 
die nn, Verbindungslinien jener mit diesen bilden den vollständigen Schnitt mil 
der unendlich fernen Ebene. Bei rr, Sehnen haben die Endpunkte parallele 
Tangenten: die Mitten dieser Sehnen sind uniplanare Doppelpunkte der Fläche 

8. Für die "Theorie der sogenannten doppelten Minimaltlächen ist 
es nothwendig, noch den besonderen Fall zweier identischen Curven 7, 7, 
zu betrachten, also den Ort der Mitten der Sehnen einer einzigen Curve zu 
untersuchen. 

Der Cylinder [/',g] geht durch die unendlich fernen Punkte von / 
und begegnet ihr demnach noch in z(2— 1) endlichen Punkten, welche offenbar 
In(n—1) Paare bilden, deren Mitten auf g liegen. Die Ordnung des Orts 
ist mithin 42(2—1).*) Die 4a(a—1) Sehnen der Curve /' in & bilden den 
unendlich fernen Schnitt der Fläche. Wenn g durch einen der unendlich 
fernen Punkte U von /' geht, so wird, wie oben, der Oylinder [7\, g| (»— 1)ter 
Ordnung und hat mit Z' die (a-—1)-fache Spitze und »—1 weitere Punkte 
im Unendlichen gemein; die Gerade g schneidet also in I(a—1)(n—2) end- 
lichen Punkten die Fläche, und U ist demnach (a—1)-fach auf ihr. Der 
Anschmiegungseylinder ergiebt sich ähnlich wie oben: Wir ziehen zwischen 
der Asymptote # und jeder Kante des CUylinders (U, /') die Mittelparallele. 


*) Dies weicht nur scheinbar von der Angabe des Herrn Darbowx S. 369 oben ab 
und ist allgemeiner, als was in der Dissertation von Schilling (die Minimalflächen fünfter 
Klasse, Göttingen 1880) S. 24 gesagt wird. 


\ 


14* 
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Dieser Cylinder geht durch # und hat die Schmiegungsebene von U zur 
zugehörigen Berührungsebene. | 

Die Tangente « muss als Sehne, deren beide Endpunkte im Unend- 
lichen liegen, einen unbestimmten Mittelpunkt haben, also ganz der Fläche 
angehören, sie enthält ausserdem noch 4(r—1)(a—2)—1 Mitten von Sehnen 
mit endlichen Endpunkten. 

Bei dieser Fläche bilden die Curven 7, y, nicht zwei getrennte, 
sondern nur ein System, von dem jedoch durch jeden Punkt der Fläche 
zwei Curven gehen. Lassen wir die Sehnen in Tangenten von I’ über- 
sehen, so erkennen wir erstens, dass die Curve Z' auf der Fläche liegt, 
und zweitens, dass sie eine Haupttangenteneurve ist; denn die drei Punkte 
— Endpunkte und Mitte — die (ausser andern Punkten) eine beliebige 
Sehne mit der Fläche gemein hat, sind hier in einen zusammengerückt. 
Berührungsebene ist in jedem Punkte der Curve 7’ die Schmiegungsebene. 
Die Curve /' wird in jedem ihrer Punkte von derjenigen Curve 7 berührt, 
für die der Punkt das Centrum der Homothetie ist. 

Um die Klasse der jetzigen Fläche zu gewinnen, haben wir wiederum 
tür eine beliebig gelegene Gerade g die gemeinsamen Berührungsebenen 
der beiden Cylinder [/, g] und (7, g) zu betrachten; da diese Cylinder 
symmetrisch in Bezug auf g sind, so tangiren die r Berührungsebenen aus 
g an den einen auch den andern. Diese Ebenen berühren aber die beiden 
Cvlinder in zwei symmetrischen Kanten und führen nicht zu durch g gehen- 
den Mittelebenen zwischen parallelen 'Tangentialebenen der Curve in ver- 
schiedenen Punkten; wohl aber gilt dies für die r(r—1) übrigen gemein- 
samen Tangentialebenen der beiden Cylinder, und diese bilden Ir(r—1) 
Paare in Bezug auf g symmetrischer Tangentialebenen von 7’; demnach ist 
\r(r—1) die Klasse unserer Fläche. 

Die Fläche der Mitten der Sehnen einer Curve I’ von der Ordnung n 
und dem Range r ist von der Ordnung In(n—1) und der Klasse Ir(r—1); 
sie hat die unendlich fernen Punkte der Curve I’ zu (n—1)-fachen (coni- 
schen) Punkten, enthält die In(n—1) Verbindungslinien dieser Punkte, so wie 
die n Asymptoten von I vollständig und die Curve I' als Haupttangentencurve. 
Endlich führt jedes Paar paralleler Tangenten von I' — deren Zahl gleich 
der Ordnung der Doppeleurve auf der Tangenten-Developpable (7) ist — 


zu einem uniplanaren Knotenpunkte. 


Q, 


« 


Die der kubischen Raumcurve entsprechende Fläche dritter Ord- 
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nung sechster Klasse ergiebt sich aus der von mir am Schlusse meines 
Aufsatzes über das Flächennetz zweiter Ordnung *) behandelten Fläche 

der Polfläche einer beliebigen Ebene & in Bezug auf alle Flächen zweiter 
Ordnung, 


sich ins Unendliche entfernt. Nur die Eigenschaft, dass die Curve Haupt- 


die durch eine kubische Raumeurve gehen —, wenn die Ebene & 


tangentenceurve der Fläche ist, habe ich damals noch nicht bemerkt. Uni- 
planare Punkte bietet dieser Fall nieht, weil die kubische Raumeurve keine 
parallelen Tangenten besitzt. 

Ich schliesse hier gleich einen wegen der folgenden Betrachtungen 
interessanten Specialfall an, nämlich den der kubischen Parabel, weil deren 
Tangentenfläche von der unendlich fernen Ebene in einem Kegelschnitte ge- 
schnitten wird. 

Wir haben zu jedem Schmiegungsstrahle einer kubischen Raumeurve, 
d.h. zu einem Strahle, gezogen durch einen Punkt O der Curve in der 
zugehörigen Schmiegungsebene, einen associirten Schmiegungsstrahl **); wir 
ziehen die einzige Tangente der Curve, die den ersten Schmiegungsstrahl 
trifft, und durch ihren Berührungspunkt den Schmiegungsstrahl, welcher die 
Tangente von O trifft; dies ist der associirte. Conjugirt in Bezug auf eine 
kubische Raumeurve heissen bekanntlich zwei Punkte auf einer Sehne der- 
selben, die zu deren Endpunkten harmonisch sind. 

Nun hat Herr Cremona bewiesen, dass die conjugirten Punkte zu 
den Punkten eines Schmiegungsstrahles auf dem associirten liegen. 

Demnach ist der Ort der Sehnenmitten einer kubischen Parabel eine 
Regelfläche dritten Grades, erzeugt durch die Schmiegungsstrahlen, welche die 
unendlich ferne Tangente der Curve schneiden. 1a die Nachbartangente zu 
den Erzeugenden gehört, so ist diese Fläche eine Cayleysche Regelfläche 
dritten Grades "**). Die Ieduction der Klasse auf 3 werden die folgenden 
Krörterungen näher erklären. 

10. Wir wenden uns jetzt zu dem besondern Fall, dass sämmtliche 
Tangenten der einen und der andern Curce I und I, den Kegelschnitt N in 
der unendlich fernen Ebene & treffen, so dass derselbe auf den Tangenten- 
flächen (I), 


denselben sei m, bezw. m.. 


(I) der beiden Curven liegt; der Grad seiner Vielfachheit auf 


\ 


Dieses Journal Bd. id Ss. 212. 
**), Öremona, dieses Journal Bd. 58 8. 138. 
‘**=) Vergl. Lie, Math. Ann. Bd. 14 S. 3553 Anm. 
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Einen Einfluss auf die Ordnung der Fläche (M) hat diese Speeialisirung 
m Allgemeinen nicht, wohl aber erleidet die Klasse durch sie‘ eine Erniedri- 
gung und zwar aus zweierlei Gründen. 

Da angenommen wird, dass alle Tangenten von 7’ die Curve X 
treffen, so kann der Restschnitt der Ebene & mit (7) nur aus Tangenten 
der Curve bestehen, der Zahl nach r—2m. Dieselben können aber auch 
zu zweien, dreien, ... unendlich nahe an einander liegen. Durch eine ein- 
zelne wird & dann einfache Berührungsebene; liegen zwei unendlich nahe, 
dann wird & Schmiegungsebene: liegen ö©— 1 unendlich nahe an einander. 
so wird sie ö-punktig berührende Ebene der Curve T. 

Sie sei an @, Stellen einfache Tangentialebene von /', an «a, Stellen 
Schmiegungsebene, ... an «, Stellen @-punktig berührende Ebene: so dass 
3-20, +++ De, + = =({—1)e, = r—2m. 

Sie wird dann, wenn g wiederum eine beliebige Gerade ist, für den Uy- 
linder (/,g) sowohl wie für den zu ihm nach g symmetrischen Cylinder 
'7',g) @,-mal einfache Berührungsebene, «,-mal Wendeberührungsebene. 
o-mal ö-kantig berührende Tangentialebene. 

Kine ö-kantig berührende Tlangentialebene eines Kegels ist aber eine 
i -1)-tache Berührungsebene desselben; daher ist die Vielfachheit der Ebene & 
als Berührungsebene der beiden Cylinder (7, g) und [7',g| gleich F&—1)e, 
oder r—2m, und ebenso ist & (r, —2m,)-fache Tangentialebene für die bei- 
den Cylinder (/,,g) und [Z\.g). 

Demnach stellt sie (r—2m)(r, —2m,) gemeinsame Berührungsebenen 
der Cylinder [7', g| und (/\,,g) dar, welehe von den in Nr. 7 erhaltenen rr, 
abzuziehen sind. 

11. Hierzu kommen aber noch weitere abzuziehende in Folge des 
Umstandes, dass es im vorliegenden Falle nicht bloss eine endliche Zahl 
von Sehnen zwischen /\, 7 giebt mit parallelen Endpunkts- Tangenten, 
sondern x'. Denn jede T’angente der Uurve Z'z. B. ist zu m, Tangenten von 
/' parallel, mit denen sie sich in dem nämlichen Punkte von X trifft. 
Jedes solche Paar paralleler Tangenten von 7’ und /\, führt aber zu x' 
Mittelebenen zwischen parallelen Ebenen durch sie; die »° Mittelebenen, 
welche sich auf diese Weise ergeben, umhüllen eine Fläche (2), und eine 
endliche Zahl von ihnen geht durch g. Diese Zahl, die Klasse von (2), 
haben wir zu ermitteln und ersichtlieh auch abzuziehen, da unter den je 


x' Mittelebenen, welche jedes Paar paralleler Tangenten liefert, nur 
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eine die Berührungsebene in der Mitte der Sehne ist, also die durch g gehen- 
den Mittelebenen im Allgemeinen nieht Berührungsebenen sind. Alle paralle- 
len Tangentialebenen durch parallele Tangenten von /' und //, deren Mittel- 
ebenen durch g gehen, berühren die Oylinder (/', g) und (7',g) bezüglich. 
Es sei / eine beliebige die g schneidende Gerade. Wir stellen auf ihr eine 
Correspondenz her, in der sich entsprechen die Spuren zweier 'T’angential- 
ebenen der beiden Cylinder, die durch parallele Tangenten von /' und 7, 
gehen und dann, wegen ihres Parallelismus mit g, auch zu einander parallel 
sind. Durch jeden Punkt X von / gehen r Tangentialebenen von (I, g): 
die Tangente an /' in jeder hat m, parallele T’angenten von /\; die Spuren 
der durch diese gehenden Berührungsebenen von (/',g) auf / geben die 
rm, Punkte X,, die dem X entsprechen; jedem X, entsprechen ebenso rm 
Punkte X. Wir erhalten also eine Correspondenz (rm,,r,m) zwischen A 
und X, und ersichtlich eine ebensolehe zwischen den Punkten X und X.. 
wenn X je symmetrisch zu X in Bezug auf den Punkt gl ist. Zu dieser 
Correspondenz gelangt man direet, wenn man die Uylinder [/,g| und (7\.g 
benutzt, statt (7, g) und (7, g). 

Man verbinde die unendlich fernen Punkte &,% von g und /; jeder 
der beiden Schnitte dieser Linie mit ft giebt uns mm, Paare paralleler 
Tangenten der beiden Curven und ebenso viele dureh die genannte Gerade 
gehende Paare von Tangentialebenen von (7, g) und (/\.g), welche jene 
enthalten; alle haben den unendlich fernen Punkt von / zur Spur, und da 
derselbe zu sich selbst symmetrisch ist nach g/, so haben wir damit 2mm, in 
ihm vereinigte Coineidenzen der Correspondenz (X, X,). Die rm, +r,m—2mm 
übrigen Coineidenzen liefern uns ebenso viele Paare correspondirender Punkte 
X, X,, für welche der Punkt gl Mitte ist. Also geht die Mittelebene zwischen 
den zugehörigen Tangentialebenen von Z/' und /\,, die durch parallele Tan- 
genten gehen und zu g parallel sind, durch g/ und mithin durch g. Dem- 
nach ist die Klasse der Fläche (2) gleich rm, +r,m—2mm,; was wir noch 
durch folgende Ueberlegung bestätigen wollen. 

Die unendlich ferne Ebene & geht durch r—2m Tangenten von 7'; 
paaren wir sie mit einer Ebene durch eine der m,(r—2m) zu diesen paral- 
lelen Tangenten von 7’, so wird sie selbst Mittelebene; demnach ist & eine 
Berührungsebene von (2) vom Grade der Vielfachheit: m, (r—2m)-+m(r,—2m,); 


durch eine beliebige unendlich ferne Gerade (z. B. die obige Gerade G%) 


J 


gehen, wie wir eben fanden, 2mm, Paare von Ebenen, welehe parallele 
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Tangenten von /\, 7‘, enthalten, also auch deren Mittelebenen; die Summe 
dieser beiden Zahlen ist, wie nothwendig, gleich der Klasse von (®). 

12. Ziehen wir nun den Grad der Vielfachheit (r—2m)(r, —2m,) der 
Ebene & als gemeinsamer Berührungsebene der beiden Cylinder [7', g|, (1. 9) 
und die eben erhaltene Klasse rm, +r,m—2mm, der Fläche (2) von der 
Klasse rr, ab, welche die Fläche (M) im allgemeinen Falle hat, so er- 
halten wir als Klasse für den jetzigen Fall 

rm, +r,m—2mm, = m(r, —m,)+m,(r—m), 
was, nebenbei bemerkt, der Klasse von (2) gleich ist. Also: 

Wenn die Tangentenflachen zweier Curven vom Range r, bezw. r, 
beide durch denselben in der unendlich fernen Ebene gelegenen Kegelschnitt 
gehen, so dass alle Tangenten beider Curven ihn treffen und er auf der ersten 
Fläche m-, auf der andern: m,-fach ist; so ist die Klasse des Orts der Mitten 
der Sehnen zwischen beiden Curven 

m(r, — m,)+-m,(r—m), 
wie Herr Lie durch Betrachtung des Tangentialkegels von einem Punkte 
des genannten Kegelschnitts an die Fläche gefunden hat. Wenn auclı 
Herrn Lies Beweis *) kürzer ist, so ist mein Beweis allgemeiner und zeigt. 
ıneine ich, den innern Grund des Resultats. 

13. Dieselbe Zahl giebt auch die Klasse der Fläche, welche von 
den Ebenen der Ebenenbüschel um die Mittelparallelen zwischen den paral- 
lelen Tangenten der beiden Curven eingehüllt wird, oder besser die Anzahl 
der Mittelparallelen, die von einer Geraden getroffen werden, also den Grad 
der Regelfläche dieser NMittelparallelen zwischen parallelen Tangenten der bei- 
den Curven. Die Mitten der Sehnen mit parallelen Endpunkts-Tangenten bil- 
den auf der Fläche (M) eine Curve mit lauter uniplanaren Punkten, also 
eine Cuspidaleurve. 

Die zu zwei Punkten P, P, von 7, 7, mit parallelen Tangenten p, p, 
&ehörigen Schmiegungsebenen 7, 7, sind in diesem Falle, weil sie beide 
durch dieselbe Tangente von $t gehen, ebenfalls parallel. Also zeigt die 
(srenzbetrachtung von Nr. 6, dass die Ebene u, welche in dem Punkte der 
Cuspidaleurve, der die Mitte der Verbindungssehne ist, die Fläche (M) berührt, 
die Mittelebene zwischen den beiden Schmiegungsebenen der Endpunkte der 


Sehne ist. 


*) Math. Annalen Bd. 14 S. 351: Darbour, Nr. 233. 








R. Sturm, über algebraische Minimalflächen. 113 


Sind P', P\ die beiden Nachbarpunkte von P, P, mit ebenfalls 
parallelen Tangenten p’, p,. so fällt die Mitte M von P’P,, also der Nach- 
barpunkt von M auf der Cuspidaleurve, auf die Mittelparallele m zwischen 
pP; Pı- Folglich ist der Ort der Mittelparallelen zwischen parallelen Tangenten 
der beiden Curven die Tangentenfläche der Cuspidaleuree. Der hang dieser 
Curve ist demzufolge mr, +m,r—2mm,, und die Ebenenftläche (2) ist keine 
eigentliche Fläche, sondern der Inbegriff der Ebenen dureh die Tangenten 
der Cuspidaleurve. 

Die Tangente m’ in M an die Ouspidaleurve ist wiederum parallel 
zu p', p\, also zu a, , und fällt deshalb in die Berührungsebene « von M 
hinein, welche dadurch Schmiegungsebene der Uuspidaleurve wird. Die 
Cuspidaleurve trifft mit allen ihren Tangenten den Kegelschnitt X und berührt 
ihn mit ihren Schmiegungsebenen. 

Zu den Curven 7, y, (Nr. 3) gehört die Cuspidaleurve jedoch nieht: 
sie ist gemeinsame Enveloppe des einen und des andern Systems, denn in 
ihrem Punkte M tangirt sie ersichtlich die beiden Uurven y, y,, die zu 7, 
T‘\ homothetisch sind, in Bezug auf die Endpunkte P,. P der in M halbirten 
Sehne als Üentra. 

Zwischen den beiden Uurven /’ und 7‘ besteht hinsichtlich ihrer 
Punkte mit parallelen Tangenten eine Correspondenz (m, m,); da im All- 
gemeinen keine entsprechenden Punkte zusammenfallen, so folgt daraus, 
dass die Sehnen mit parallelen Endpunktstangenten eine Regelfläche vom 
Grade nm, + n,m erzeugen. 

14. Wir wenden uns zur Ermittelung der Klasse der Fläche der 
Sehnenmitten einer einzigen Curve /', auf deren Tlangentenfläche der von 
allen Tangenten getroffene unendlich ferne Kegelschnitt ft m-fach liegt. 
Das sonstige Verhalten dieser Tangentenfläche zur Ebene & sei wie oben 
in Nr. 10: so dass diese Ebene die beiden Cylinder (7, g) und [7, g) «,-mal 
einfach berührt, «,-mal oseulirt, e,-mal ö-kantig tangirt und zwar je längs 
der nämlichen Kanten: denn unendlich ferne Elemente werden ja durch die 
Symmetrisirung nicht geändert. Dieser Umstand kommt erst jetzt zur Ver- 
werthung, wo es sich um die gemeinsamen Berührungsebenen dieser beiden 
Cylinder handelt. Zunächst repräsentirt, ähnlich wie oben, die Ebene & 
eine (r—2m)-fache Tangentialebene beider Cylinder, also (r-—- 2m)’ gemeinsame 
Berührungsebenen derselben. Haben ferner zwei Kegel mit der nämlichen 
Ebene in denselben i—1 Kanten i—1 Berührungen, so kommen zu der Zahl 


Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 2. 15 
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von gemeinsamen Berührungsebenen, welche die Ebene schon als (i—1)-fache 
Berührungsebene beider vertritt, wegen der Berührung in denselben Kanten 
noch ©—1 weitere durch sie vertretene hinzu; dies bleibt bestehen, wenn die 
i—1 Berührungskanten zusammenrücken, so dass eine i-kantige Berührung 


entsteht. Danach vertritt & insgesammt 
(r— 2m) + Z(i—1)e, = (r—2m)’+r— 2m = (r—2m)(r—2m+ 1) 


gemeinsame Berührungsebenen der beiden Cylinder. Ziehen wir diese Zahl 
von der schon oben (Nr. 8) erhaltenen Zahl r(r—1) ab, so ergiebt sich 
2(r—m)(2m—1). Die Hälfte dieser Zahl giebt uns dann die Anzahl der 
Ebenen durch g, welche in der Mitte zwischen zwei zu g und zu einander 


parallelen Tangentialebenen von 7' liegen. 


15. Darunter befinden sich aber auch noch solche, bei denen über- 


dies auch die zugehörigen Tangenten der Curve Z' parallel sind. 
Zu jeder Tangente der Curve 7’ sind m—1 andere parallel. 


Es sei 


wieder, wie in Nr. 11, Z eine die g treffende Gerade; wir wollen nun aber, ent- 
sprechend der Bemerkung in dieser Nummer, gleich die beiden Cylinder [7', g] 
und (7', g) benutzen. Von jedem Punkte X von / gehen r Tangentialebenen 
an [/, g|; in jeder haben wir eine Tangente an irgend eine der in Bezug 
auf die verschiedenen Punkte von g zu /' symmetrischen Curven, welche 
7, g| erzeugen; wir wollen annehmen, an 7”, die in Bezug auf @ symme- 
trisch ist; diese hat, ausser derjenigen, zu welcher sie symmetrisch ist, m—1 
parallele Tangenten von /'; die Ebenen, welche durch diese tangential an 
(!',g) gehen, liefern auf ! die r(m—1) dem X’ entsprechenden Punkte X,; 
jedem X, entsprechen ebenso r(m—1) Punkte X. Wir ziehen wiederum die 


Verbindungslinie der unendlich fernen Punkte ©, 2 von g und /; 


durch 


jeden der beiden Schnitte mit & gehen m Tangenten an /" und m Tlangen- 
ten an 7. Wir eombiniren jede von jenen mit den m—1 von diesen, die 
zu ihr nicht symmetrisch sind in Bezug auf @, und erhalten so 2m(m—1) 
Paare von Tangentialebenen von [/\, g]| = (7",g) und (7, g), die uns einer- 
seits correspondirende Punkte X’, X, auf / liefern, andererseits die ! sämmt- 
lich in & treffen; folglich vereinigen sich in diesem Punkte 2m(m—1) Co- 
incidenzen der Correspondenz zwischen X’ und X,; die 2(r—m)(m—1) übrigen 
seben uns halb so viele Punktepaare auf /, welche g/ zur Mitte haben und 
von Tangentialebenen des Cylinders (7, g) herrühren, die durch parallele 
Tangenten von Z’ gehen; denn jeder der beiden Punkte eines solchen Paares 


ist eine Coineidenz. Durch g gehen mithin (r—m)(m—1) Mittelebenen zwi- 
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schen parallelen Berührungsebenen von /', deren zugehörige Tangenten 
auch parallel sind. 

16. Zieht man diese Zahl von (r—m)(2m—1) ab, so ergiebt sich 
m(r—m) als Klasse der Fläche der Sehnenmitten von 7', in Uebereinstimmung 
mit dem von Herrn ZLie*) auf andere Weise gefundenen Resultate. Also: 

Wenn sämmtliche Tangenten einer Curve vom Range r einen unendlich 
fernen Kegelschnitt treffen, derartig, dass derselbe auf der Fläche der Tan- 
genten m-fach ist, so ist die Klasse der Fläche der Sehnenmitten der Curve 


m(r— m). 


Die Cuspidaleurve dieser Fläche, erzeugt durch die Mitten der Sehnen mit 
parallelen Endpunkts-Tangenten und umhüllt von den Mittelparallelen zwischen 
diesen Tangenten, hat den Rang (m—1)(r—m). 

Dass sie nicht vorhanden ist, wenn m = 1, ist ersichtlich. Die kubi- 
sche Parabel: »=3, r=4, m=]1 führt zu einer Fläche der Sehnenmitten 
dritter Ordnung und dritter Klasse (vgl. Nr. 9). 

17. Was nun den Minimalwerth der Klasse m,(r—m)--m(r, —m,) im 
Falle zweier Curven, m(r—m) im Falle einer einzigen Curve anlangt, so 
meine ich, führen folgende Ueberlegungen wohl am schnellsten zum Ziele. 

Zunächst ist rm > 3; bei r=4 (kubische Raumeurve) ist, wie be- 
kannt, nur m = 1 möglich, also die Behauptung ersichtlich; im Allgemeinen 


. r . . 1: . r . . . 
aber ist m < e ]. wenn damit die ganze Zahl in „- bezeichnet wird, weil 


nd 


der m-fache Kegelschnitt X zum Schnitte von & mit der Tangentenfläche 


« 


von /' gehört, also r— m — [2], d. i. 3, wenn r _>4""), 

Daraus folgt: m, (r—m)+m(r, —m,) — 3(m+m,) — 6. Dieser Minimal- 
werth 6 wird erreicht, wm r=n=3, m=m =1, also bei der Fläche der 
Sehnenmitten zwischen zwei kubischen Parabeln, deren Tangentenflächen durch 
den nämlichen unendlich fernen Kegelschnitt gehen: Verallgemeinerung der 
Enneperschen Fläche. 


Ferner erhält das Produet m(r—m), wenn r fest ist und m von 1 
. @ . [ . r [3 . r 
bis [> sich bewegt, seinen kleinsten Werth r—1 beim kleinsten Werthe 1 
von m, und r—1 wiederum seinen kleinsten Werth, wenn r den kleinsten 
*) Math. Ann. Bd. 14 S. 352: Darboux, Nr. 233. 


**) Man vergleiche den Beweis bei Lie a. a. 0. S. 353 oder bei Darbour Nr. 238. 


15 * 
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zulässigen Werth, d.i. r=4, hat: der Minimalwerth 3 der Klasse der Fläche 
der Sehnenmitten einer Curve ergiebt sich also bei der kubischen Parabel. 

18. Etwas anders aber wird die Sache, wenn die Curven /' imaginär 
werden, was im Falle der Minimalflächen eintritt, wo der unendlich ferne 
Kugelkreis der Kegelschnitt & wird, und es sich um das Minimum der 
Klasse reeller Minimalflächen handelt. Wir haben dann die Sätze ®): 

Damit eine („einfache“) Minimalfläche, die aus zwei imaginären al- 
vebraischen „Minimaleurven“ abgeleitet ist, reell sei, ist nothwendig, dass 
die beiden Curven zu einander conjugirt seien. 

Damit die aus einer imaginären algebraischen Minimalcurve ab- 
geleitete („doppelte **)) Minimalfläche reell sei, ist nothwendig, dass 
diese Curve zu sich selbst conjugirt sei, oder, um einen von mir vor 
längerer Zeit ***) eingeführten Ausdruck zu gebrauchen, dass sie reell-ima- 
ginär sel. 

Im ersteren Falle muss also »=n,r=r,m=m, sein, also ist die 
Klasse der Fläche 2m(r—m), und man erhält, weil die Curven nicht zu sich 
selbst, sondern nur jede zur andern conjugirt sein missen, den kleinsten 
Werth 6, wenn r=4, m=1 (n=5), also wenn die beiden Curven zwei con- 
jugirt imaginäre kubische Parabeln sind, die ihre Tangentenflächen durch den 
mendlich fernen Kugelkreis schicken, d.i. bei der Enneperschen Fläche F); 
die Ordnung ist »"=9 (vergl. Nr. 7). 

19. Damit aber im zweiten Falle die Curve reell-imaginär sei, 
müssen nicht bloss die Ordnung » der Curve, sondern auch der Rang r und 
die Klasse »’ gerade sein Tr); denn die Curve wird von der conjugirten Ge- 
raden jeder ihrer Tangenten berührt und von der conjugirten Ebene jeder 
ihrer Schmiegungsebenen oseulirt; trifft eine reelle Gerade aber eine Tan- 
gente der Curve, so trifft sie auch die conjugirte. 

Wir haben demnach die Raumcurve vom niedrigsten geraden Range 


*) Lie, a.a. 0. S. 345, 349: Darboux \r. 222, 224. 

**) ie Ausdrücke: Minimaleurven (Raumecurven, deren sämmtliche Tangenten den 
unendlich fernen Kugelkreis treffen), doppelte, einfache Minimalfläche (je nachdem es 
möglich ist, die beiden Minimalcurven, deren Sehnenmitten-Ort die Fläche ist, durch 
zwei entgegengesetzte Translationen in eine und dieselbe Curve überzuführen, oder nicht) 
rühren von Herrn Lie her: a.a. 0. S. 337, 346: Darboux Nr. 219, 224. 

***) Synthetische Untersuchungen über Flächen dritter Ordnung S. 283. 

7) Zeitschrift f. Math. Bd. 9 S. 108: Darboux Nr. 207, 234. 
tr) Vergl. Lie, a.a. 0. S. 575 Anm. 
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aufzusuchen, bei welcher Ordnung und Klasse ebenfalls gerade sind und auf 
deren Tangentenfläche sich ein einfacher Kegelschnitt befindet. 

Da der Rang 4 nur mit der Ordnung und Klasse 3 verbunden ist, 
so müssen wir den Rang 6 untersuchen. Es giebt vier Raumeurven dieses 
Ranges mit gleichzeitig gerader Ordnung und Klasse: 

«) zwei, bei denen z=4, » =6, nämlich: 

1) die Raumeurve vierter Ordnung erster Art mit einem Doppelpunkte: 

2) die Raumeurve vierter Ordnung zweiter Art; 

P) zwei, bei welchen z=6, »„ =4, deren Tlangentenflächen bezw. 
zu den Raumeurven «) dual sind, also: 

1’) die Rückkehreurve der abwickelbaren Fläche, eingehüllt von den 
gemeinsamen Tangentialebenen einer Fläche zweiten Grades F’ und eines 
Kegelschnitts X, dessen Ebene von F’ in einem (nieht auf K gelegenen 
Punkte berührt wird; 

2”) die Rückkehreurve der Developpablen, eingehüllt von den Be- 
rührungsebenen, welche einer Fläche dritter Klasse und einer F’, ausser 
zwei Ebenenbüscheln um sich nicht schneidende Axen, gemeinsam sind. 

Von diesen vier Curven besitzt nur P) 1’) einen einfachen Kegelschnitt 
auf ihrer Tangentenfläche, nämlich den K; ist dieser also der unendlich 
ferne Kugelkreis, so erhalten wir die gewünschte reelle doppelte Minimal- 
fläche niedrigster Klasse 6 -1=5. 

Die niedrigste Klasse nicht bloss einer reellen algebraischen doppelten 
Minimalfläche, sondern einer reellen algebraischen Minimalfläche überhaupt ist 
5. Ihr entspricht der Ort der Sehnenmitten der Rückkehrcurve sechster Ord- 
nung derjenigen abwickelbaren Fläche, welche dem unendlich fernen Kugelkreise 
und einem reellen Paraboloide umgeschrieben ist: Hennebergs *) Fläche. Ihre 
Ordnung — über die einige Zeit Zweifel herrschte — ist nach Nr. 8 
In(n—1)= 15, wie durch Lie**) (und Schilling) zuerst festgestellt worden ist. 

Das Paraboloid kann durch jedes zu ihm confocale ersetzt werden, 
insbesondere auch durch jede der beiden Parabeln der Schaar confocaler 
Paraboloide, von denen jede die Focalceurve der andern ist und die bekannt- 
lich eongruent sind. Demnach hängt die Hennebergsche Fläche gestaltlich nur 


*) Henneberg, Ueber solche Minimalflächen, welche eine vorgeschriebene ebene 
Curve zur geodätischen Linie haben, Heidelberger Dissertation, Zürich 1875; Annali di 
Matematica Ser. II Bd. 9 S. 54. 

N) 2.2.0. S. 416. 
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von dem gemeinsamen Parameter dieser Parabeln ab: woraus sich die von 
Schilling *) bemerkte Aehnlichkeit aller Henneberg'schen Flächen unmittelbar 
ergiebt. Die Ebenen der beiden Parabeln sind Symmetrie-Ebenen der Fläche. 

20. Für die Curve £) 1’) ist die Ebene von K, wie bekannt, doppelte 
Schmiegungsebene; die Oseulationspunkte liegen auf K und sind die Be- 
rührungspunkte des K mit den beiden vom Berührungspunkte der F’ mit 
der Ebene von K kommenden Tangenten, welche auch die Raumeuive in 
denselben Punkten berühren. Aus dieser doppelten Oseulation folgt, dass 
von den 15 Geraden der Hennebergschen Fläche in € sieh 9 in eine den 
Kugelkreis schneidende reelle Gerade vereinigen, während in jeder der bei- 
den Tangenten in den Schnitten desselben mit dieser Geraden drei weitere 
zusammenfallen **), 

Da jede Ebene, welche die Tangentenfläche einer kubischen Raum- 
eurve in einem Kegelschnitte durchschneidet, die Curve in einem auf dem- 
selben befindlichen Punkte oseulirt, so findet man analog, dass der Schnitt 
von & mit der Enneperschen Fläche, aus 9 Geraden besteht, die sich alle 
in der reellen Verbindungslinie der Osculationspunkte der beiden conjugirt 
imaginären kubischen Parabeln mit & vereinigen. 

21. Die Entstehung der Fläche der Sehnenmitten zwischen zwei 
Curven 7’, T,, deren Tangenten sämmtlich den unendlich fernen Kegel- 
schnitt $t treffen, durch ihre Tlangentialebenen z« — Enveloppe der Mittel- 


6, 


parallel-Ebenen zwischen je zwei Tangenten p. p, der Curven 7, 7, (Nr. 3 
— kann man noch etwas anders beschreiben. Es sei w die Sehnittlinie 
der beiden Schmiegungsebenen in P, P,, also eine Gerade, welche die bei- 
den 'Tangenten-Developpabeln (7), (7) gleichzeitig berührt, und zwar aut 
p, pı in W, W,; der Mittelpunkt Z von WW, liegt ebenfalls in «. Die 
unendlich ferne Gerade von « verbindet die beiden unendlich fernen Punkte 
von p, p,, die Tangenten in diesen an ft sind die unendlich fernen Geraden 
der beiden Schmiegungsebenen; also sind die unendlich fernen Elemente 
von w und « polar in Bezug auf 8, oder w und « sind conjugirt in Bezug 
auf 8, wenn dieser als ausgeartete Fläche zweiter Klasse angesehen wird. 

Man construirt die gemeinsamen Tangenten der beiden Tangentenflächen 


von T', T', und legt je durch die Mitte zwischen den beiden Berührungspunkten 


2.2.0. 8.31. 
**) Lie, a. eben a. ()., Schilling, a. a. 0. S. 44. 
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einer solchen Tangente die zu ihr in Bezug auf die Fläche  conjugirte Ebene. 
Diese Ebenen hüllen unsere Fläche ein. 

Die Geraden » bilden eine Congruenz, welche (7') und (7) zu Brenn- 
flächen hat. 

Ist 8 der Kugelkreis, so ist « zu w senkrecht, also die „Mittelebene‘ 
des Congruenzstrahls &, wenn wir diejenige Ebene so nennen, welche die 
Strecke auf ihm zwischen den Brennpunkten senkrecht halbirt. Nennen 
wir ferner, mit den französischen Geometern, eine Gerade isotrop, wenn sie 
den unendlich fernen Kugelkreis (ombilicale) trifit, eine abwickelbare Fläche 
isotrop, wenn ihre Erzeugenden es sind, und eine Strahlencongruenz isotrop. 
wenn sie zwei solche Developpablen zu Brennflächen hat, so haben wir: 

Die Mittelebenen der Strahlen einer isotropen Congruenz umhüllen eine 
Minimalfläche, und jede Minimalfläche kann in ©’ Weisen so erzeugt werden *). 

22. Setzen wir die beiden Curven 7’, T', wieder in allgemeiner Lage 
voraus und theilen die Sehnen PP, in M so, dass PM:MP, =,:4. Das 
Homothetie-Verhältniss der Curven y, 7, (Nr. 3) ist nun — 
sie bilden, wie früher, zwei conjugirte Systeme auf der Fläche (M), und 
diese ist, wenn 7‘, I‘, Minimaleurven (lignes isotropes oder de longueur 
nulle) sind, eine Minimalfläche. Die Tangentialebene von M ist parallel 
zu den Parallelebenen durch die Tangenten von P, P, und theilt (um es 
kurz so auszudrücken) den Raum zwischen ihnen im Verhältnisse A:2.. 
Wir erhalten auf diese Weise, den verschiedenen Werthen von 4:4, ent- 
sprechend, x’ Flächen (M) (Minimalflächen im besondern Falle), die in 
correspondirenden, d. h. auf derselben Sehne PP, gelegenen Punkten paral- 
lele Berührungsebenen haben **). Aber entsprechende Linienelemente dieser 
Flächen sind nicht gleich; also sind dieselben nicht auf einander abwickel- 
bar, daher auch nicht die Verallgemeinerungen der „assoeiirten“ Flächen, 
welche Herr Darbouxz in Nr. 210 ff. bespricht, bei denen ja auch correspon- 
dirende Punkte auf einem Kegelschnitte liegen. 

Wir eonstruiren, wenn g wieder eine beliebige Gerade ist, zu I’ in 
Bezug auf einen beliebigen Punkt @ von g die homothetische Curve 7” für 


” F . A * “ .. hd .. .. ® 
das Verhältniss — 35 der Cylinder (T’,g) enthält die für das nämliche 
*) Ribaucour, Etude des elassoides ou surfaces A courbure moyenne nulle (M&moires 
couronnes par l’Academie de Belgique, Bd. 44) S. 30. 
**) Ribaucour, a. a. V. S. 17. 
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Verhältniss in Bezug auf die übrigen Punkte von g zu I" homothetischen 
Curven und wird von solchen Parallelebenen m’ zu Tangentialebenen r von 
TI eingehüllt, dass je die den Raum z im Verhältniss 4:4, theilende 
Ebene durch g geht; er tritt an Stelle von [Z',gl. Wir erkennen leicht. 
dass mit den nothwendigen einfachen Veränderungen alles, was in Nr. 5—7. 
10—13 gesagt ist, wiederholt werden kann, und dass insbesondere die Ord- 
nung und Klasse der Fläche (M) sich nicht ändert. 

Handelt es sich aber um eine einzige Curve IT’, so liefert nun jede 
Sehne zwei Punkte, und weil nun die beiden Endpunkte sich ungleich- 
artig verhalten, sind die in Nr. 8, 14—16 an verschiedenen Stellen vor- 
genommenen Halbirungen der erhaltenen Zahlen im jetzigen allgemeineren 
Falle nieht vorzunehmen, und so ergiebt sich z. B. in dem uns inter- 
essanteren Falle, dass X von allen Tangenten von 7’ getroffen wird, eine 
Fläche von der Ordnung n(n—1) und der Klasse 2m(r —m). 


11. 

23. Wir wollen annehmen, dass auf der Fläche (M) der Sehnen- 
mitten zwischen T', I’, eine Gerade s vollständig liege. Dann giebt es x 
Sehnen, weiche durch s gehälftet werden. Beide Endpunkte müssen die 
Curven durchlaufen, weil in Bezug auf einen festbleibenden Endpunkt aut 
der einen Curve die andere homothetisch zu s würde. Ist nun PP, eine 
durch s in M gehälftete Sehne, so fällt s in die Tangentialebene « in M 
an (M): dies bewirkt, dass die Berührungsebenen der beiden Cylinder (I', s), 
(T',,s) längs der beiden durch P, P, gehenden Kanten sowohl wie diese 
Kanten symmetrisch in Bezug auf s sind. Also sind es auch die Cylinder selbst. 

Setzen wir nun wieder voraus, dass die Tangenten der beiden Curven 
I‘, I‘, denselben unendlich fernen Kegelschnitt } treffen, und noch überdies, 
dass dieser Kegelschnitt den unendlich fernen Punkt © von s und die 
unendlich ferne Gerade | einer zu s senkrechten Ebene o zu Pol und 
Polare habe. 

Die Tangenten an 7", I’, in zwei in Bezug auf s symmetrischen Be- 
rührungsebenen der beiden Cylinder gehen entweder nach demselben von den 
beiden Punkten, in denen die unendlich ferne Gerade t der beiden Berüh- 
rungsebenen den  durchschneidet, oder die eine nach dem einen, die andere 
nach dem andern. Die Continuität fordert, dass jenes oder dieses dann 
durchweg eintritt. Im ersteren Falle sind die Tangenten PP’ und P,P, 
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durchweg parallel; dann erkennt man leicht, dass die beiden auf einander 
folgenden Sehnen PP,, P'P, denselben Mittelpunkt haben, den Schnitt von 
s mit der Ebene (PP', P,P)). Der Mittelpunkt bleibt dann aber fest und 
durchläuft nieht die Gerade s. Dass s etwa in die Ebene (PP, P,P,) zweier 
parallelen Tangenten hineinfällt, kann nur an einzelnen Stellen geschehen. 
und müsste überdies s dann, wenn sie zwei nicht identische Mitten conse- 
eutiver Sehnen mit parallelen Endpunkts-Tangenten enthielte, als Tangent: 
der Cuspidaleurve (Nr. 15) den X treffen, was nicht angenommen ist. 
Mithin kann nur der zweite Fall eintreten; aber die beiden Schnitte 
(tft) sind zu © und t} harmonisch: d. h. die beiden Tangenten PP’, P,P 


even s oder o. Die Curve 


haben entgegengesetzt gleiche Neigung ge; 
also, die zu 7’ symmetrisch ist in Bezug auf s, liegt auf (T\.s) so. dass 
die Tangenten von T\, und TI” in Punkten derselben Uvlinderkante parallel 
sind; was zur Folge hat, dass die eine Öurve durch "Translation mit (de 
andern zur Deckung gebracht werden kann; oder, was dasselbe ist, man kann 
mit 7’ selbst und 7, zwei entgegengesetzt gleiche 'Translationen vornehmen. 
durch welche sie symmetrisch zu einander werden bezüglich s. Weil aber 
solche Translationen die Fläche (AP) nicht ändern, so erhält man den Satz: 

Wenn auf der Sehnenmitten- Fläche zweier Curven, deren Tangenten 
alle den unendlich fernen Kegelschnitt X treffen, eine Gerade vollständig liegt, 
deren unendlich ferner Punkt der Pol der unendlich fernen Geraden einer zu 
ihr senkrechten Ebene in Bezug auf X ist, so ist diese Gerade eine Symmetrie- 
Axe für die Fläche. 

Ist der unendlich ferne Kugelkreis, dann wird von jeder Geraden 
die Polar-Bedingung erfüllt, und wir haben den Satz des Herrn Schwarz 

Jede auf einer Minimalfläche gelegene Gerade ist eine Symmetrie- Ave 
für dieselbe. 

24. Wir nehmen nun Z' und /\ in symmetrischer Lage in Bezug 
auf s an und setzen weiter voraus, dass der Kegelschnitt X zum Büschel 
der den Kugelkreis in seinen Schnitten mit j berührenden Kegelschnitten 


gehöre — welcher Büschel ja den Kugelkreis selbst enthält —: d. h., dass 
alle Geraden, welche ft treffen, also auch die Tangenten von 7' und 7", 
mit o einen eonstanten Winkel bilden, — dessen Tangente gleich wird, 


wenn ft in den Kugelkreis übergeht. 


*) Dieses Journal, Bd. 80, S. 292; Darbouxr Nr. 249. 


Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 2. 
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Es seien nun 7, 4, die (Orthogonal-) Projeetionen der Curven T', T', 
auf die Ebene o, ferner QQ', Q,Q, diejenigen der Curvenelemente PP', P,Pı 
und N die der Mitte M von PP,, einer beliebigen Sehne zwischen T',, I‘; 
so ist 2NM = QP+Q,P,: QP—-QP= OQQ'tangy; also OP = btangy, wenn 
b der Bogen von 4 ist, gemessen von einem passend *) gewählten An- 
fangspunkte auf dieser Curve bis zu Q; 5b, habe ähnliche Bedeutung für 4,, 
so dass Q,P,= b,tangy, wobei angenommen wird, dass der positive Sinn 
für b, symmetrisch zu dem für 5b ist; demnach 2NM = (b-+b,)tangy. 

Die beiden Curven / und 4, sind symmetrisch in Bezug auf den 
Fusspunkt S von s in o; es sei Q* der zu Q, symmetrische Punkt auf 4, 
so ist O*Q II SN und = 28N; der symmetrische Bogen zu b, sei b*; die beiden 
Bogen 5b, b* werden also auf 7 gemessen bis Q, Q* beziehlich in dem- 
selben Sinne, aber von verschiedenen Anfangspunkten A, A* aus. 

Die Fläche (M) ergiebt sich demnach folgendermassen: 

Man verbinde zwei Punkte Q*Q der Curve 4 in der Ebene 0; b*, b 
seien die Bogen dieser Curve bis zu Q*, Q, anfangend in den Punkten A*, A 
bezw.; man ziehe vom Punkte S die Gerade SN parallel und von gleichem 
Sinne mit Q*Q und gleich 1Q0*Q und errichte auf o in N das Loth NM gleich 
\(b-+-b*)tangy; der Punkt M beschreibt dann die Fläche (M), für welche das 
Loth s auf o in S Symmeltrie-Axe ist. 

Wir erkennen, dass eine Veränderung eines der beiden Anfangs- 
punkte A, A* nur eine translatorische, also unwesentliche Verschiebung der 
Fläche hervorbringt; also können wir sie zusammenfallen lassen; sodann 
ist ersichtlich, dass wir nur eine Aehnlichkeits-Transformation, also ebenfalls 
nur eine unwesentliche Aenderung vornehmen, wenn wir die beiden Factoren 
! unterdrücken. 

Man überzeugt sich leicht, dass 7 eine beliebige ebene ÜCurve 
sein kann. 

Frrsetzt man, um zum Fall der Minimalflächen zu gelangen, tangp 
durch i, so erhalten wir den Satz, den Herr Darboux in Nr. 250 ableitet, 
indem wir noch mit 4/ in Bezug auf S als Centrum eine Aehnlichkeits- 
Transformation, deren Verhältniss ö ist, vornehmen. 

25. Der unendlich ferne Punkt © sei nun Scheitel eines Berührungs- 
eylinders der Fläche (M), so dass der Schnitt desselben mit o ein Normal- 


*) d.h. so, dass b und QP gleichzeitig durch O gehen und das Vorzeichen wechseln. 
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schnitt ist. Ueber 8, der von allen Tangenten von 7’ und /\, getroffen 
wird, machen wir die nämliche Voraussetzung wie in der vorigen Nummer. 

M sei ein Punkt der Berührungseurve des Cylinders; seine Taangential- 
ebene « ist also normal zu o. Sie ist parallel zu den beiden Tangenten 
der Endpunkte P, P, der in M halbirten Sehne, folglich auch zu den beiden 
Ebenen 1, 1, welche dieselben auf o projieiren. M’, die Mitte von P'P\, sei 
zunächst ein beliebiger an M unendlich naher Punkt auf (M), also in u. 
Die Projeetionen von P, P,, P', P,, M, M' auf o seien 0, Q,, 0, 0. N,N; 
so ist: 

NN’ ı 00’ 1 0,0} und 2NN = 00 +0,0!, 
oder: 
2d? = db-+-db,. 

wenn /, b, b, die Bogen des Normalschnitts des Uylinders und der Pro- 
jectionen von 7‘, 7, sind. Bezeichnen wir die Abstände OP, Q,P,, NM 
mit z, z,, &, So ist wegen des Verhaltens von 7‘, 7, zu $} und wegen der 
vorausgesetzten Eigenschaft dieser Curve: 


db = dzcotgy, db, = —dz,cotgy *): 

also: 
2d3 = (ds—dz,)cotgy. 
Ist M' der unendlich nahe Punkt neben M auf der Berührungseurve und 
schreiten wir auf dieser vorwärts, so schliessen sich die unendlich kleinen 
Grössen an einander an, und wir können summiren, wodurch sich. bei passend 
gewähltem Anfangspunkt für /, ergiebt: 
(1) 29 = (3z—3,)cotgY. 

Wenn nun (M) algebraisch ist, so sind es auch 7\, 7’, und die Berührungs- 
eurve des Cylinders, und wir haben: 


2) 5=,x0), 


*) Die verschiedenen Vorzeichen ergeben sich so: Gleichem Sinne von QQ’ und 
0,0: oder von db, db, entspricht ungleicher Sinn der Coordinaten-Zuwächse dz, dz;; 
denn die beiden Ebenen durch MM’, welche die Sehnen PMP,. P'M'P, enthalten. schnei- 
den z, rn, in zwei unendlich schmalen Streifen, die, weil MM’ zwischen rn, zı lieot. 
solche J,age haben, dass, wenn etwa in zz die Parallele durch P’ die höhere ist, in z, die- 
jenige durch P, es ist; die beiden Tangenten PP', P,Pi gehen eben auch hier nach den 
beiden verschiedenen Schnitten der parallelen Ebenen z, zı mit & und haben also ent- 
gegengesetzt gleiche Neigung gegen o; daher sind die unendlich kleinen Strecken PP', 
PP. da die Streifen wohl gleiche Breite haben, aber nicht parallel zu o sind, nicht 
gleich und ebenso wenig ihre Projeetionen. 


16* 
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2\ BE F 

8) 3=fe) 341=fWa), 
worin &, x, x, die einen Coordinaten von N, Q, Q, in Bezug auf ein in © 
gelegenes Üoordinaten-System und %, f, fı algebraische Funetionen sind. 
Ferner: 


(+) 


Ss 
> 
I 
DV 
Tr 


oder: 


8) fa)thle) = 2x6). 


1 


Aus (4.), (9.) ergeben sieh r, x, als algebraische Funetionen von &, dem- 
nach wegen (3.) auch z, z, und wegen (1.), da p constant ist, auch ?. 

Der Normalschnitt unseres Tlangentialeylinders hat daher die Eigen- 
schaft, dass sein Bogen algebraische Function der einen Coordinate des 
Eindpunktes ist. Dann muss er die Evolute einer algebraischen Curve sein. 

Weil nun der Kugelkreis für jeden unendlich fernen Punkt die für 
Kt vorausgesetzte Eigenschaft besitzt, so haben wir den Satz von Henneberg*): 

Der Normalschnitt jedes einer algebraischen Minimalfläche umgeschriebe- 
nen Cylinders ist die Evolute einer algebraischen Curve. 

26. Fine ebene g„eodätische Linie einer Fläche ist Normalschnitt 
des längs ihr umgeschriebenen Cylinders; demnach ist jede auf einer alge- 
braischen Minimalfläche befindliche ebene geodätische Linie Evolute einer 
algebraischen Curve **), 

Es sei o die Ebene einer geodätischen Linie auf (M) und MM ein 
Element derselben; so werden nun die Streifen in 7, ,, zwischen denen PP’, 
P,P, liegen, zu o parallel; die gleiche Neigung p dieser Elemente gegen o 
bewirkt, dass sie einander gleich sind und ebenso ihre Projectionen O0’, Q,0;; 
da diese überdies parallel sind, so ist O’'Q,#00Q,. Nehmen wir dazu, dass 
P und P, entgegengesetzt gleiche Entfernungen von o haben, so ergiebt sich, 
dass zwei entgegengesetzt gleiche Translationen von der Grösse 400, und der 
Richtung QQ, die beiden Ourven 7’, /, in symmetrische Lage in Bezug 
auf o bringen; denn auch hier müssen die Endpunkte der Sehnen, deren 
Mitten die ebene geodätische Linie erzeugen, die beiden Curven durchlaufen. 
Demnach ist o Symmetrie-Ebene für (M). Also: 

Wenn die Fläche der Mitten der Sehnen zwischen zwei Curven, deren 


”) Annali di Matematica Ser. II Bd. 9 8. 54; Darboux, Nr. 253. 
"*) Henneberg, Dissertation S. 47; Darboux, Nr. 251. 
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Tanyenten sämmtlich den unendlich fernen Wegelschnitt ii treffen, welcher den 
Kugelkreis doppelt berührt, eine geodätische Linie in einer Ebene durch die 
Berührungssehne enthält, oder mit andern Worten: wenn die Fläche der Mitten 
der Sehnen zwischen zwei Curven, deren Tangenten eine constante Neigung 
gegen eine Ebene o haben, eine geodätische Linie in dieser Ebene hat, so ist 
diese Ebene eine Symmetrie-Ebene der Fläche. 

Wird 8 der Kugelkreis selbst, dann hat man: 

Die Ebene jeder auf einer Minimalfläche gelegenen ebenen geodälischen 
Linie ist eine Symmetrie-Ebene der Fläche *). 

27. Auf der Fläche (M) befinde sich nun eine Krümmungslinie A 
in der Ebene o; der Kegelschnitt 8 berühre nach wie vor den Kugelkreis 
in den Schnitten mit o. 


Die Tangentialebenen an (M) in den Punkten von K haben dann 


nach dem bekannten Satze eine constante Neigung « gegen 0. MM sei 
ein Element von K; P,P,, ... 0, Q,, ..., 2, 2,, 2, 3, mögen die bisherigen 
Bedeutungen haben; 5 ist die z-Coordinate von M selbst: T=0, 2, = -—z. 


Die Spuren, in o, der beiden Parallelebenen 7, x, durch die Tangenten 
PP', P,P, zur Berührungsebene « von M seien e, v,, zwischen denen MM 
in der Mitte liegt. Wir projieiren P, P’ auf ve nach AR, R’ und P,. P, auf 
ev, nach R,, R,, so dass auch OR und OR auf ve, O,R, und O,R, auf e, 
senkrecht stehen. 

Da 0P=—Q,P, so ist auch OR Q,R,; daher ist M Mitte 
von O0, und RR,, ebenso M von RR; also MM = RR, da, wie oben, 
00 ." 0.0.. 

PP’ und QQ’ mögen v in } treffen; so zeigt die Eeke (VP, VQ, e), 


tangg 


dass siny = fange 5 wenn % den Winkel (00', o) bedeutet: also ist dieseı 


Winkel eonstant. Wie bisher, haben wir: 

dz — OQ eotgy — RR eotgy cosw = dFeotgyeosı, 
wo 5 den Bogen der Krümmungslinie X bedeutet, dessen Element MM’ ist. 
Demnach stehen z und 9 in algebraischer Beziehung. Ist nun die Fläche 
(M) algebraisch, so befindet sich 3= —z, mit x und x, und mit = Yxr+:,) 
in algebraischer Beziehung, also auch £ mit Ss: K ist demnach Evolute einer 
algebraischen Curve. Folglich: 


Wenn die Tangenten zweier algebraischen Curcen I, T\, alle eine und 


”), Darboux, Nr. 251. 
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dieselbe Neigung g gegen eine feste Ebene haben und die Fläche der Sehnen- 
mitten eine Krümmungslinie in einer zu dieser Ebene parallelen Ebene enthält, 
so ist diese Linie die Evolute einer algebraischen Curve. 


Speciell: 
Jede ebene Krümmungslinie, die auf einer algebraischen Minimalfläche 


liegt, ist Evolute einer algebraischen Curve *). — 
Mögen diese einfachen Beispiele einer rein geometrischen Behandlung 


der Minimalflächen zunächst genügen. 


*) Lie, Math. Annalen Bd. 15 S. 472; Darboux, Nr. 251. 











Untersuchung der Eigenschaften einer Gattung 
von unendlichen Reihen. 


(Von Herrn R. Lipschitz in Bonn.) 


Die aus den sämmtlichen ganzen oder den ungeraden Zahlen ge- 
bildeten unendlichen Reihen, welche Euler in dem lödten Uapitel des ersten 
Bandes der Introductio in analysin betrachtet, sind zum Vorbilde einer aus- 
gedehnteren Gattung von unendlichen Reihen geworden. In der Mittheilung: 
Sur l’usage des series infinies dans la theorie des nombres, welche Dirichlet 
Bd. XVIII dieses Journals, S. 259 publieirt hat, hebt er hervor, dass die 
Reihen, mit Hülfe deren er bewiesen, dass jede arithmetische Progression, 
deren erstes Glied und Differenz ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler 
sind, unendlich viele Primzahlen enthält, den erwähnten Reihen ähnlich ge- 
bildet sind; er fügt dann hinzu, dass die Betrachtung der Reihen dieser Art 
eine höchst fruchtbare Methode der unbestimmten Analysis begründe, die auf 
sehr verschiedene Fragen angewendet werden könne. Die Folgezeit hat 
gezeigt, welche grossartigen Erfolge die Arithmetik dieser Methode Dirichlets 
verdankt. Euler hat die auf alle ganzen Zahlen auszudehnende Reihe 

v3 
ne? 
bei der o eine reelle über der Einheit liegende Grösse bedeuten möge, in 
der Weise erweitert, dass in der Abhandlung: Nova methodus, quantitates 
integrales determinandi, Nov. Comm. Ac. Petrop. t. XIX, p. 66, die beiden 


Reihen 


Nn=E cosnuU "= sinnu 
2 —-, 2 
n=1 n n=1 n 


für positive ganzzahlige Werthe des Exponenten o erörtert werden. Indem 
ich mich im Jahre 1856 mit den letztern Reihen, welche, wofern cos« nicht 
gleich der Einheit ist, für jeden die Null übertreffenden Werth von o con- 
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vergiren, beschäftigte, und indem ich die betreffenden Summen als stetige 
Funetionen der Variabeln # und o auffasste, kam ich zu der Untersuchung 
der allgemeineren Reihe 

2 BEER un 

A.) e.® (kintayhe ’ 
für N=x, wo ve und x reelle, # und o positive Grössen bedeuten. Diese 
Arbeit ist in Ba. LIV, S. 313 dieses Journals veröffentlicht. Wie man sieht, 
tritt hier an die Stelle der sämmtlichen natürlichen Zahlen eine nach beiden 
Seiten unbegrenzt fortschreitende arithmetische Reihe, deren erstes Glied 
die complexe Grösse k+2y/—1 mit positivem reellen und beliebigem ima- 
ginären Theil, und deren Differenz die imaginäre Einheit <= Y—1 ist. 

Bei Anwendung desjenigen logarithmus naturalis der vorkommenden 


7ı 


st . 
und , liegt, 


complexen Grössen, dessen imaginärer Theil zwischen — 


IV 


werden die eingeführten Potenzen durch die Gleichung 
(k-+-(n-+z)V--1)° — erlernt) 


definirt. Vermittelst der Verwandlung in ein bestimmtes Integral und der 
Benutzung der Eigenschaften der Fourierschen Reihen lässt sich die Reihe 
A.) transformiren. Unter der Voraussetzung, dass O<e<Z1, und dass, 
für e=0,0>1 sei, ergiebt sich nach (10.) der angeführten Abhandlung 
eine Umformung in die Reihe 

(In) ne ?a(e+m)(k+2V—ı) 


I'(0) Zu (om)! 


welche für o = 1 zu einer geometrischen Reihe wird, und deshalb gleich 


dem Ausdruck 
e !rtr(k+a) —1) 


(C) 2 rege ae; 
ist. Geht man von dem positiv angenommenen Werthe von % zu einem 
verschwindenden über, so findet sich, dass für einen Werth von x, der nieht 
oleich einer ganzen Zahl ist, und für einen unter der Einheit liegenden 
positiven Werth von o, bei strengem Festhalten der vorgeschriebenen Ord- 
nung der Summation, die Gleichheit zwischen (A.) und (B.) bestehen bleibt, 
wie in (24.) der angeführten Abhandlung angegeben ist. 

Bei den besonderen Werthen e=4,o=1 liefert diese Gleichung 


- 
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diejenige Relation, welche Herr Schlömilch im Jahre 1849 in der Zeitschrift 
für Mathematik und Physik, Bd. III, S. 130 bekannt gemacht hat. 

In dem Novemberheft des Monatsberichts der Berliner Akademie 
vom Jahre 1859 erschien die Abhandlung Riemanns über die Anzahl der 
Primzahlen unter einer gegebenen Grösse. Zur Untersuchung dieses Gegen- 
standes, welchem, wie Riemann bemerkt, Gauss und Dirichlet längere Zeit 
ihr Interesse geschenkt haben, schlug Riemanns Genie einen an neuen Auf- 
schlüssen und neuen Räthseln reichen Weg ein. FAiemann geht von der 
schon erwähnten, von Euler herrührenden Reihe 


se) SB — 
n—] n 


aus, weist darauf hin, dass dieselbe für solehe eomplexen Werthe von s, 
deren reeller Theil über der Einheit liegt, convergire, und betrachtet {(s 
als eine Function der complexen Variable s, für welche durch Benutzung 
eines bestimmten Integrals eine für jeden eomplexen Werth von s gültig 
bleibende Darstellung abgeleitet wird. Diese Darstellung lehrt, dass die 
Function {(s) für jeden complexen Werth von s einwerthig, für jeden end- 
lichen Werth von s, ausser 1, selbst endlich ist, und liefert unter der Vor- 
aussetzung, dass der reelle Theil von s negativ sei, eine Umformung. die 
Riemann so ausdrückt 


2sinzes Il(s—1){(s) — (Zn) En ((— N)" | er 


Diese Gleichung geht, sobald statt //(s—1) die Bezeichnung /'(s) ein- 
geführt, und der letzte Factor der rechten Seite in den Factor 2sinzs der 
linken dividirt wird, in die folgende Relation zwischen {(s) und [I(1—s) über 


u 


sıs 


v . wi. un /2 \#/ „N 
> IXs)S(s) = (a) (1-5 


2 c08 . , 


Bei dem Studium von Riemanns Arbeit konnte mir der Zusammenhang 
nieht entgehen, welcher zwischen der so eben angeführten Relation und dem 
Ergebniss meiner vorhin eitirten Abhandlung besteht, wonach sich die obi 
Reihe (A.) in die Reihe (B.) verwandelt. Ich dehnte die Definition von (A. 
auf complexe Werthe der Variable o aus, bewerkstelligte den Uebergang von 
der einen Gestalt in die andere vermittelst der von Riemann gebrauchten Me- 
thode, und wandte dies Verfahren auch auf die gleichfalls oben erwähnten 
Reihen an, durch welche Dirichlet in der Arbeit über die arithmetische 
Progression sein Ziel erreicht hat. Doch habe ich es unterlassen, von den 
betreffenden Untersuchungen etwas zu veröffentlichen. 

Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 2. 17 


Ve 


Lew) 


\ 
) 
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Dem Vorgange Riemanns folgten, ohne das in meiner Abhandlung 
von 1856 ausgesprochene Transformationsprincip zu kennen, Herr Hurwitz 
in der Abhandlung: Einige Eigenschaften der Dirichletschen Functionen 


D\1 > ’ . ’ 
F(s) = z( “ 5 die bei der Bestimmung der Klassenzahlen binärer qua- 


dratischer Formen auftreten (Zeitschrift für Mathematik und Physik, Jahr- 
gang 27, S. 86), und Herr Lerch in dem Aufsatze: Sur la fonetion 


k=a erkn ix 


Ko, TC, $) = = (w+hy 


(Acta mathematica, Bd. 11, S. 19). Die in der letzteren Arbeit erörterte 
Function stimmt für reelle Werthe der Veränderlichen s mit derjenigen über- 
ein, welche ich in meiner Arbeit von 1856 untersucht habe, und die von 
Herrn Lerch abgeleitete 'I'ransformationsgleichung wird unter den entsprechen- 
den Voraussetzungen zu der mehrfach berührten Relation zwischen den 
obigen Reihen (A.) und (B.). Auf diese Uebereinstimmung nach der Ver- 
öffentliehung seiner Arbeit aufmerksam gemacht, hat mir Herr Lerch brief- 
lich mitgetheilt, dass er zu der Untersuchung der Reihe durch eine Gleichung 
veranlasst worden, die Herr Kronecker bei Gelegenheit seiner in den Sitzungs- 
berichten der Berliner Akademie vom April 1883 und Juli 1885 publieirten 
Arbeiten benutzt hat. Diese Gleichung enthält die oben in (C.) angegebene 
Werthbestimmung der von mir erforschten Reihe für den Werth Eins des 
Kixponenten o. 

(regenwärtig möchte ich mir erlauben, auf die Verwandlung der Reihe 
(A.) in die Reihe (B.) zurückzukommen, da die Erörterung des Umfangs 
der auftretenden Variabeln und namentlich die Erwägung der Grenzfälle ein 
eigenthümliches Interesse darbietet. Auch lässt sich ein Zusammenhang dieser 
Umformung mit einer gewissen allgemeinen Transformation der einfach- 
unendlichen Thetareihen nachweisen. Ferner beabsichtige ich die Anwen- 
dung des Transformationsverfahrens auf die sämmtlichen von Dirichlet in 
der Arbeit über die arithmetische Progression gebrauchten Reihen zu ent- 
wiekeln. Die betreffenden Resultate umfassen zugleich diejenigen, welche 
in der angeführten Arbeit des Herrn Hurwitz enthalten sind, insofern die 
zu der Bestimmung der Klassenzahlen der binären quadratischen Formen 
dienenden Reihen einen Theil der angeführten Reihen ausmachen. Doch 
führt erst die Gesammtheit der entsprechenden Transformationen zu der 
Einsicht in eine charakteristische Beziehung zwischen den Dirichletschen 
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Reihen und der allgemeinen T'heorie der Thheilung des Kreises in beliebig 


viele Theile, eine Beziehung, 


die sich in mehrfacher Hinsicht verwerthen 
lässt. Auf diesem Wege hat sich auch ein Prineip ergeben, um die sämmt- 
lichen Zahlen in Klassen einzutheilen, welches auf eine Eintheilung der 
sämmtlichen Primzahlen in Klassen zurückweist. Unter den Primzahlen 
besteht die erste Klasse allein aus der Zwei; die zweite Klasse umfasst 
diejenigen ungeraden Primzahlen, für welche die T'heilung des Kreises in 
die betreffende Anzahl von Theilen allein mit Anwendung von Lineal und 
Zirkel ausgeführt werden kann. 


1. 

Von den beiden Reihen, die im Vorstehenden mit (A.) und (B.) be- 
zeichnet sind, erstreckt sich die erstere auf alle negativen und positiven, 
die zweite auf alle positiven Zahlen. Um die zwischen denselben bestehende 
Gleichheit nach ARiemanns Weise zu begründen, ist es zweekmässig, von 
der letzteren Reihe auszugehen. Dabei möge statt der complexen Grüsse 
k-+z2/—1, deren reeller Theil als nicht negativ angenommen wird, f gesetzt 
werden; ® bedeute, wie vorhin, eine reelle, positive, unter der Einheit liegende 
Grösse; der Exponent 1— 9 sei gleich der Grösse s, welche als eomplex 
mit positivem reellem Theil vorausgesetzt wird. Dann hat man für das all- 
gemeine Glied der Reihe 

m=M—1 ge mt 
(1.) =, (v+m)' ? 
wo M eine beliebige positive ganze Zahl bezeichnet, mit Hülfe der Gleichung 


a 1 1 r 
(2. > e" + m)z ae dz 
Go (v+m)' TO : 
die Darstellung 

1 m=M—1 2 ; i = 3 . | 
> / e?rmt—(o+m)z 23 ds, 


(3.) Is) mo 


welche sogleich in die folgende übergeht 


Ya 1 u 1 — el-?nt—:)M 
So ) ro, 1—e:n1-: 


.e"z3'"'da. 
) 


Man sieht leicht, dass der von der Zahl M abhängende Bestandtheil 
” el -?nt—:)M 


1 . 
ro, 1-—-e2?nt-: 


.e”z''dz, 
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sobald M über jedes Mass hinaus wächst, wofern der reelle Theil von £ po- 
sitiv ist, bei den für die Grössen ve und s angegebenen Voraussetzungen sich 
der Null nähert. Dasselbe geschieht auch dann, wenn der reelle Theil 


. t . r . ® 
von # verschwindet und keiner ganzen Zahl gleich ist, ferner v und s 
® ” os dee t . . r 
die früheren Annahmen erfüllen. Wenn aber gleich einer ganzen Zahl, 


mithin e”’”’ =] ist, so muss der reelle Theil von s algebraisch grösser als 
die positive Einheit sein. Hiermit sind die Bedingungen angegeben, unter 
denen die Reihe (1.) für einen ins Unendliche wachsenden Werth der Zahl 
M eonvergirt und gleichzeitig durch das Integral 
© „9228-1 ,Ar 
a) el) Dr 
0 
ausgedrückt wird. 
Nach dem von Riemann in der angeführten Abhandlung gegebenen 
Vorbilde werde jetzt das Integral 
F- e="(—3)'"1dz 
. 1—e"n': 
so genommen, dass man von + auf demjenigen Ufer der Axe der reellen 
Werthe, auf welchem die imaginären Werthe positiv sind, um den Punkt 
3—=() herum fortschreitet, und auf dem anderen Ufer der Axe der reellen 
Werthe bis +» zurückgeht. Dann erhält das betreffende Integral den Werth 
RER: 
el 
0 
wodurch für das Integral (4.) die folgende Umformung entsteht, bei der die 
Integration in der erwähnten Weise auszuführen ist, 


> af en Fee 
Js IXs)/ 1— ent: 2sinasI(s). _ 1—e?nt-: 
’ N u . 
Sobald die Reihe (1.) mit dem Factor se >= multiplieirt wird, ver- 


wandelt sich das Product für eine ins Unendliche wachsende Zahl M in 
die im Eingange durch (B.) bezeichnete Reihe, welche sich jetzt so darstellt 
Mm Ir 1—s mn e?7(e Fm)t . 
o mg 
T(1—s) „u  (o-+m) 
In Folge der bekannten Relation 
gt 


Sy 4 ON 


sinns 
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ergiebt sich daher für (6.) aus (5.) die Gleichung 
(Bee r eruns-idz I ET" 


& IRB 
6 TA-)Io)) Tem (an) € / rn 


deren rechte Seite einen für alle complexen Werthe von s gültigen Aus- 
druck der betreffenden Function von s enthält. Die unter dem Integral- 
zeichen befindliche Function 
e®(— zz)! 
1— e?r1-: 
ist nur für 3=0 und, wofern » eine beliebige ganze Zahl bedeutet, für 
die Werthe 3 = —2nt—2nni unstetig. Unter den letztern kommt die Null 
dann und nur dann vor, wenn £ selbst gleich einer in die imaginäre Einheit 
multiplieirten ganzen Zahl ist. Diese Voraussetzung, welche schon früher 
hervorgehoben wurde, schliesse ich von jetzt ab von der Betrachtung aus. 
Da der reelle Theil von = Ah+il als positiv oder im Grenzfalle als ver- 
schwindend angenommen ist, so erfolgt die oben beschriebene von +x 
nach +» zurückkehrende Integration so, dass z3= (0 der einzige Unstetig- 
keitspunkt ist, um welchen der Integrationsweg herumläuft. Ich werde jetzt 
die rechte Seite von (7.) unter der Annahme untersuchen, dass der reelle 
Theil der eomplexen Grösse s algebraisch kleiner als die positive Einheit sei. 
Es mögen zwei reelle positive Grössen a und b gewählt werden, 
und man integrire die angegebene Function über den Umfang eines Recht- 


ecks. nämlich 


für 3=—a+tiy von y=—b bis b, 
z= a+tiy von y= b bis --J, 
3= c+b von z=-a bis a, 
s= z—-ıb von z= a bis -—a. 
Damit eine Anzahl der Unstetigkeitspunkte 3 = —2n(h+Hil)—2nni in das 


Innere des Rechtecks falle, jedoch keiner in die Begrenzung, wird voraus- 


a 
vesetzt, dass > h. und weder +/noch — 
> 2rt Ir Dre 


a I ud id I 


-/ gleich einer ganzen 
Zahl sei. Von den bezeichneten vier über die Begrenzung auszudehnenden 
Integralen liefern das erste und zweite die Summe 
77 eK -atrWa—i yr “ elativ) —a— 7 y 
RN / € ty Pen 2 va Be Y 
(8.) idy / 1 enter) 


h —h 
das dritte und vierte die Summe 
’a e-tle+d)(_ r— ıiby-! ra e-tlz-ib)(_—_ rt iby-1 
2 ft 


idy, 


ee“ +iy A e” 2rnt 


a 1—e-2nt(c+) BR 1 — e-?r21-(2-) 


un 





=> 
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Durch Theilung des Integrationsintervalls und Einführung von Variabeln, 
welche den ursprünglichen beziehungsweise entgegengesetzt gleich sind, 


wird aber (8.) gleich 





etw __ —e at 


(10.) 


\ 


e-rlat N) a—-iyyı 








; RR — ?rt—(a+iv) 


und (9.) gleich 


Lug 2nt—(x+ib) 


(11.) 








1— e-?71-(2-%) 


g ( ie Scan ) A 1 PR 


f y a z—ib)'- BERN: 


e (2b) —g + ib)°-! 


ee m la+iy)! -1 


e” a- -iy_ e— nt 





ger 2. e? ?rnt—(a—ivy) 





e-»la—iv) —aHti s—1 
( 'y) ) dy, 


eli— ee it 





e-itrb__ ent 





BE ib) b s—1 
S.. (z+ib) )dr 


e-x- —ib —o-’nt 


Die Potenzen mit dem Exponenten s-1=s’—1-+is" sind hier folgender- 


massen definirt 


(atiy) tr = e 
(—atiy) +" = e 
(wtiby te — 


/ seite __ 


b 
(} log (z?4 »)+iaretg” ) (s’—1-+is’) 
e KA 


b 
(4 log (=’+b?)+ti (n —arctg *)) (—1+is”) 
e 


% 
(} log (a’+n»?)tiarctg £) (’—1+is) 
a 


’ 


(A105 (a’+yY)+i(n —arctg - )) (s’—1-+is”) 


, 


I 


L) 


wobei nach der getroffenen Annahme s’—1 negativ ist, ferner der Werth 


der Function areus tangentis für ein positives Argument zwischen O0 und 


Mi 
2 


liegen soll, und bei den Zeichen + die oberen zu einander gehören, und 
ebenso die unteren. Indem in (10.) und (11.) für jeden der vier Sum- 
manden der zu integrirenden Function respective der absolute Betrag ge- 


setzt wird, erhält man die Werthe 


s’—1 
(1—r)a+ > 3 





log (a?+y?) +s’’ arctg ” 
ad 





0 


h E d 
/ (e—2a__Ie—a—2nıh eng Il mm 84 
. (e 2e es 2nl) -+e=*"') 


Ba -r)a+ _— I log (a?+v?)—s” arctg — 





(12.) 


zer“ 





Hl Zr en) Fey 4 


T 108 (a?+y?)—s” (n— arctg Y) 








u. 


Bi (1— Ze Inte m 4 


> 
2 hr 2 +s’(n— y 








f 1— rue dy, 
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» 
er log (x? +5°) —s’’ (n arctg ) 
x 


Ei (i= Rap «-2ahoos(b+2al)—e- 2r—inn)] de 


Pu HF - 2 log (x? +5?) + s’’ arctg . 
- c d 
r ä de 
J (e?2— 2e-2?"% cos(b--2rnl)-+e*"*): 
(13.) | ®’—1 : DN\ 
ae + ——log(z?+b5?)+# (n- arctg . 
+ F- Ä dx 


ne 2rl) +e ?2—4nh)h 


h 
(-n)2+Z — T 10g(a® + b?)—s’’ arctg 


‚de, 





E (e?2— 2e-2- Zu os(b-+ re -471h 


von denen (12.) den absoluten Betrag von (10.), und (13.) den absoluten 
Betrag von (11.) übertrifft. Der Werth (12.) ist kleiner als das Produet 
des Intervalls 5 in eine Grösse, die kleiner ist als jeder im Laufe der Inte- 
gration auftretende Werth der Function, mithin, wenn mit P und Q zwei 
feste Grössen bezeichnet werden, kleiner als 


-(1-0)Ja+ "T—1oga re 
(14) (Pe +0e )b. 
Ferner ist der Werth (13.) kleiner als das Produet des grössten Werthes 
“108 (2?+59) 
des Factors e ’ ‚ oder 5b“', in das von O bis a über die nach Weg- 


lassung jenes Factors zurückbleibende Funetion ausgedehnte Integral, welches 
unter einer festen Grösse R liegt, folglieh kleiner als 
(15.) Rb. 

Da hier in Folge der gemachten Voraussetzung die Grösse s—1 negativ 
ist, so nähern sich die absoluten Beträge von (8.) und (9.) der Null, sobald 
man a und 5 mit der für 5 angegebenen Beschränkung über jedes Mass 
hinaus wachsen lässt, und dabei die Beziehung zwischen a und 5b so ein- 
richtet, dass der Ausdruck (14.) gegen die Null eonvergirt. Also ver- 
schwindet unter den entsprechenden Voraussetzungen der Werth der Inte- 
gration, welche sich auf den Umfang des oben definirten Rechtecks bezieht, 
und deshalb entsteht das kesultat Null, sobald man zu der rechten Seite 
von (7.) die Summe der Integrale addirt, welche in demselben Sinne um 
jeden einzelnen im Inneren des Rechtecks befindlichen NER Kt 


genommen werden. Es sind dies die Unstetigkeitspunkte 3 = —2nt—2ani, für 
welche 


16) -b<—-2nl-2mn<-+b 
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ist, mithin » alle ganzen Zahlen von der grössten negativen Zahl —N, bis 
zu der grössten positiven N durchläuft, die mit den Bedingungen (16.) ver- 
einbar sind. Das um einen beliebigen Punkt z = —2nt—2nni in der an- 
gegebenen Weise herumlaufende Integral erhält den Werth 
9. . —s „a — net „rriolt+ni) fc . N\s—1 
2n(2n)"e””",e (2nt+ 2m)". 


Demnach wird die rechte Seite von (7.) gleich der Samme 
ge wi e’rnei 
(17.) Zr Eh 

wobei die Zahlen N, und N für einen über jedes Mass wachsenden Werth 
der Grösse b zu nehmen sind. Offenbar wachsen dieselben alsdann gleich- 
falls über jedes Mass, während ihre Differenz sich nieht ändert. Da aber 
die einzelnen Glieder der Reihe für hinreichend grosse numerische Werthe 
von » von beliebig kleinem Betrage sind, so darf N, durch N ersetzt werden, 
wodurch (17.) in die Reihe 

(18.) Zn. am 

Fo en (4m) ? 
übergeht, welehe mit der im Eingange durch (A.) bezeichneten Reihe über- 
einstimmt. Hiernach ist bewiesen, dass die Function der complexen Variable s, 
welche, wofern der reelle Theil von s positiv ist, durch (6.) ausgedrückt wird, 
für die Werthe von s, deren reeller Theil algebraisch unter der positiven 
Einheit liegt, die Darstellung durch (18.) gestattet. Für diejenigen Werthe 
von s, deren reeller Theil ein positiver echter Bruch ist, gelten somit beide 
Darstellungen, und daraus folgt die Gleichung zwischen den obigen Reihen 
(A.) und (B.), oder die Gleichung 

Im)i-s m=n g-2n(e+tm)t n= N errnei 

(19.) an 8 22 ah er we a 
2. 

In der vorstehenden Relation fällt das Bildungsgesetz des allgemeinen 
Gliedes links und des allgemeinen Gliedes rechts zusammen, wie auch in 
der eitirten Abhandlung von 1856 bemerkt ist, sobald bei der complexen 
Grösse = h+li der reelle Theil gleich Null wird. Die reelle Grösse /, 
welche dann keiner ganzen Zahl gleich sein darf, möge jetzt wieder durch 
das Zeichen f bezeichnet werden, so dass (19.) die folgende Gestalt annimmt 


(Zn): MR e-?nle+tm)ts n=N ezrinvi 


Pe 


1) er Fur rn 
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Setzt man hier gleichzeitig 1—v» statt vo, ferner —# statt £, und auf der 
rechten Seite —n statt z, so folgt die Gleichung 


(2rr)\ M—=@ erll—etm)ti n=N e.’invi 


2) Tun Een Errmge; Ne 


Durch Addition von (1.) und (2.) aber ergiebt sich die Gleichung 





Zr)! m=M e?nle Fm)ti . nn N e: nei 

3. (2a) ——— , .—— > un = GG N B “ 

(3.) As) S — 2sin I .2, Eu Hua, N=«. 
(o-+m)?)' (4m) ? 


Ich werde jetzt einen Beweis derselben mittheilen,. welcher auf einer all- 
gemeinen Transformation der einfach-unendlichen Thetareihen beruht. Durch 
Anwendung der Gleichung 

] 


() Aue Ay 
(n(v-+m)?)? r( 5 ) 0 


welche Riemann bei der zweiten Umformung von {(s) benutzt hat, kommt 


© —n(vo+m) 3  ——ı 


e P . d, ), 


m=M e-?r(e+4 m)ti 1 m=M vo 


Br m ) / -1 
(9.) eo; . ei r =» _/s u. ; / EEE BER dP. 
m=—M y « m=—M* 
(rn(o+ m)’)? D\ 2) w 
Durch Vertauschung der Summation und Integration erhält man unter dem 
Integralzeichen für M= x eine einfach-unendliche Thetareihe, für welche 
die folgende 'Transformationsgleichung gilt, 


TU . 
=>6D == un uni n)? 
6 = — am? 3—?2rınıdlef+ti) ER 1 e > 3 ‘ Pr. 
6) Ze - ze 
m=—R } P Nn—=—— % 


(S. die Abhandlungen von Herrn Weierstrass, Theorie der Abelschen Func- 
tionen, dieses Journal Bd. LII S. 374, und von Herrn Kronecker, Ueber den 
vierten Gaussschen Beweis des Reeciprocitätsgesetzes für die quadratischen 
Reste, Monatsbericht der Berliner Akademie vom 29. Juli 1880, 8. 691). 
Aus (6.) folgt unmittelbar die Relation 


= = . . Par — 
(7.) 5, eTletm)?B—2nletm)n —_ Bi 5 ze 
rin: } ß N—— 


Durch diese wird die rechte Seite von (5.) in den folgenden Ausdruck ver- 
wandelt 


re 

Nn=L — — (t+n)?+?2nnei 
7 
3 


$ 1 
Se BP’ dp. 





8, u "3 
(8) mE Yßr 


Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 2. 18 
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BEE ’ 
a .N=n hu an 1 


Führt man eine neue Integrationsvariable 1-5 ein, so wird (8.) gleich 
P> Ey 2 dy, 


nt 


und dieses Integral geht durch nochmaligen Gebrauch von (4.) in die Reihe 


über 
Fu Ba - 
(10.) 775 ) Zr. 


Na) (mt)? 


Hiernach entsteht die Gleichung 


(9,) 











rt ur 
MR e? r(e+m)ti SE SE ernnoi 
(1 1.) 5 cr 


TE (a(o+m)?)? r(: y = = ta) j” ’ 











ur. y 


welche mit der zu beweisenden Gleichung (3.) zusammenfällt; denn in Folge 
der Gleichungen 


rGITCH) = Em, 
a a 
cos > 


st 


"sTil-s) = — 


sın rıs 





hat man, wie es sein muss, 





sin Ta —-$) m: r 

(12.) —- > = nee 
ne ‘ $ - 
r()  ? 


3. 

Indem ich mich dazu wende, die Transformationsgleichung (19.) des 

art. 1 für die in der Einleitung erwähnten Dirichletschen Reihen zu benutzen, 
beginne ich mit denjenigen, welche Dirichlet in der bezüglichen Abhand- 
lung zuerst erörtert hat, und die sich auf eine ungerade Primzahl p be- 
ziehen. Es sei, wie dort, e eine primitive Wurzel des Moduls p; für eine 
beliebige durch p nicht theilbare Zahl r bezeichne y, den zugehörigen Index, 
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so dass 


Ir 


ce’=r (mod.p) 


| 


ist; & sei eine Wurzel der Gleichung 
a'—1 =, 


und es werde für alle positiven ganzen durch p nicht theilbaren Zahlen r 
und eine complexe Grösse s mit positivem reellen T'heil die Summe gebildet 
(1.) 20” = L(w, s); 
unter den Werthen von » möge ®= 1 ausgeschlossen sein. Um den an- 
gegebenen Zweck zu erreichen, betrachte ich die Ausdrücke, welche Gauss 
bei der zweiten Behandlung der Kreistheilungsgleichung in Disqu. ar. art. 
360, I mit £ bezeichnet hat, und die von Jacobi in dem Aufsatze: Ueber die 
Kreistheilung und ihre Anwendung auf die Zahlenlehre (Monatsbericht der 
Berliner Akademie vom Jahre 1851, und dieses Journal Bd. XXX, 8. 166) 
durch F(«) angeaeutet sind. Ihre Gestalt ist nach den obigen Festsetzungen 

die folgende 


2rni 2rrti Irni Irmi !rmi 
(2.) e’ +w(e » YıHw(le ? Wh. +mr”?(e ? y "a (w,e! 
oder auch 
Irmi „ Zrni drni drzi 
(3.) wre? Iwfte ? 1... FE u Paul ’ m=(a,e? 


woraus sich die Gleichung 
irri Imi 

(4) (we’)=w’(w,e”’) 
ergiebt (S. Bachmann, die Lehre von der Kreistheilung und ihre Beziehung 
zur Zahlentheorie, S. 85). Dadurch, dass in (4.) statt © die Einheit —i, und 
entsprechend »”' statt » gesetzt wird, kommt 
2rni 2ni 
6.) (wte ?’)=w"(wie ?), 


Wenn daher die beiden Seiten von (1.) mit dem Faetor (w',e ” ) multi- 
plieirt werden, so entsteht die Gleichung 

’ Irmi Irni 2 

In = 2. er 


ne s | 2 | w 
(6) (eo, e ! )L(w, = u RE ZA = non tm "re 
. 


r m 


Die Reihen, welche hier in die Factoren &”, &”®, ... multiplieirt er- 
scheinen, lassen sich bis auf einen Factor durch Addition aus der linken 
18* 
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Seite von (1.) in art. 2 zusammensetzen, sobald v» successive gleich den 


> at 
Brüchen — = BE Pe, und Z gleich einer der Zahlen 1, 2, ... (p-1) 


genommen wird. Weil aber in dieser Gleichung die ganzzahligen Werthe 
von f ausgeschlossen sind, so ist es zweckmässig, in der Gleichung (19.) 
des art. 1 bei der Annahme £ = h-+il vorauszusetzen, dass A positiv, £ gleich 
einer der Zahlen 1, 2, 3, ... p—1 sei, und vo den angegebenen Complex von 
Brüchen durchlaufe; der reelle Theil von s muss von hier ab ein positiver 
echter Bruch sein. Alsdann findet sich, dass 


- p I=p— Br m=M e-?n(e+m)(h+0) 
‘ . 9) 5 140) P > —, 
( ) 1 1-1 m (v+m)' £ 


M= x. 





für einen gegen die Null eonvergirenden Werth von A in das Product von 
p’ und der rechten Seite von (6.) übergeht. In Folge der Gleichung (19.) 
wird aber (7.) gleich der Summe 








pr—1 
=) 9 mp _, nun ednnei 
8) a ar Ze N 
p 
Man kann nun bemerken, dass die Summe 
(9.) Ey y BE A 
el nn (h+HlI+n)i) 


deren allgemeines Glied dem Werthe ve =0 entspricht, einen verschwinden- 
den Werth hat; denn wenn man derselben die Gestalt giebt, 








n=N wr 
„x brAFmn 
n=N w-r: 
10) 17,5, UreEFm)- 
‚N z a r-1 








nn (h+(p—1-+m)i)!s ' 
so leuchtet ein, dass alle Glieder, für welche der im Nenner befindliche 


Factor von i zwischen den Grenzen -N+p—1 und N-+1 liegt, den Factor 


=p—1 


zw" 
I=1 


erhalten, der gleich Null ist, während die übrigen Glieder, da der reelle 
Theil von s ein positiver echter Bruch ist, für eine ins Unendliche wachsende 
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Zahl N einen Beitrag liefern, dessen reeller und imaginärer Theil beliebig 
klein sind. Es ist daher gestattet, in (8.) die erste Summation von ve = 0) 
. —1 7 . D Y 

bis vo = an auszudehnen. In Folge dessen wird die Summe 


p—1 
m — 


p n 
Zrınvı 
2 e 


ru 

bekanntlich gleich Null oder der Zahl p, je nachdem die ganze Zahl n 
durch p nicht theilbar oder theilbar ist. Deshalb bleiben in (8.) nur die 
Glieder erhalten, bei denen » gleich einem ganzen Vielfachen fp der Prim- 
zahl p ist, und (8.) wird gleich der Reihe 


TER ER SEP SER 
I) ae ae Error Fe 


Der Ausdruck r=/!+fp durchläuft die sämmtlichen Zahlen, die durch p 
nicht theilbar sind, und es ist 


-y7j 


wo tr — 


Lässt man jetzt die positive Grösse » ohne Ende gegen die Null abnehmen. 
so eonvergirt mithin (11.) gegen den Grenzwerth 


Eli). TE a" 
12.) op as R= oo, 
( / (2n)'=: p=, (ri)'$ ’ 
und man erhält nach dem, was vorhin bei der Bildung von (7.) ausgeführt 


worden ist, für die linke Seite von (6.) die Gleichung 


13 E FL rd) 1. 0 
3. we ?’)L(ws)=- — nn" 5 — —: R=x. 
Auf der rechten sind die positiven Werthe r=r und die negativen r= —r 
zu trennen. Für die letztern hat man aus bekannten Gründen 
Eu. 
Ar —— Bi ae = 
ie) ’ m. 


TU, —Y. Tn. —1 u 
5 (1-8) Bier A - y W v4 
e A hc " a i-ı 
Fr r 


Nach der in (1.) gegebenen Definition ist 





(14) 22 = Lw', 1-3). 
Da ferner » die Gestalt hat 
(15.) WW —= er 
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wo die ganze Zahl 7 nach dem Öbigen nicht durch p—1 aufgehen darf, 
so wird 


\ 


p—1 


(16) 0 ? se"=(-1, 
und es ergiebt sich aus (13.) die aufzusuchende Transformationsgleichung 
der Function pi 8) 


ud i(1—s) 


17) (1, ? )Lw,) = le +-Dre? ")Lw", 1-8) 


Weil die Norm des Ausdrucks (w, e? ) gleich der Zahl p ist, so geht (17.) 
durch die Multiplication mit diesem Ausdruck in die Gleichung über 


T1- u -:) ii) 


(18) L(w,s) = an: 2) lo, e? Se: : +(—1)’e )Lo"',1-s). 


4. 
Bei den Dirichletschen Reihen, denen eine zusammengesetzte Zahl 

k zu Grunde liegt, unterscheidet sich der Fall, dass k ungerade und dass 
k gerade ist. Für ein ungerades k seien p, p', ... die darin enthaltenen 
verschiedenen ungeraden Primzahlen, und k=p*p'.... Zu der Primzahl- 
potenz p° gehöre die primitive Wurzel ce, zu p” die primitive Wurzel c', 
u. 8. f., und es sei für eine Zahl r, die durch keine der Primzahlen p, p‘, ... 
aufgeht, 

ce” = r (mod. p®), ec" =r (mod. p'), 
Indem ferner die Wurzeln w, w, ... der Gleichungen 

we-me!_1 a 0, ae _1 un 0, 


benutzt werden, haben die der Zahl A entsprechenden Reihen die Definition 
(1.) Zutrwt... == Ei. Si, 2.4 8): 


die Summation bezieht sich auf alle positiven durch keine der Primzahlen 
pP, pP’, --, theilbaren Zahlen r, und s ist, wie früher, eine complexe Grösse 
mit positivem reellen Theil. Für w, »®', ... mache ich die Voraussetzung, 
dass in den Ausdrücken 


2ni 2ni 


(2.) w=e w-pR=! F v0 —_ e Pe! 


die ganze Zahl 7 nicht durch p, = nicht durch p’ aufgehen soll, u. =. f. 
Zu der Umformung der Function L(w, w',...s) dienen die Ausdrücke, mit 
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« 


deren Hülfe diejenigen Kreistheilungsgleichungen aufgelöst werden, bei denen 
man von einer ungeraden Primzahl als Theilungszahl successive zu den 
Potenzen derselben aufsteigt. Zu der Theilungszahl p?, wo e — 2, gehört 
dann der Ausdruck 


Irni Irrei Irni 2rni Ir 








(3.) e p® +w(e p® y+w°’(e p® +... tw der le p® ur .. (w, e »® 


welcher sich auch so darstellen lässt 


Irni „ Irni Irni Irrri 
)ı — yn (p?—1) 
—..-.09 le - p* 





0 


(4) wter +wre # 
die letzte Summation bezieht sich auf alle Zahlen aus der Reihe 1, 2,...p*, 
welche durch p nicht theilbar sind. Ich werde jetzt die leicht zu beweisen- 
den Eigenschaften dieser Ausdrücke angeben, von denen im Folgenden 


2!rni 
(sebrauch gemacht werden wird. Der Werth von (w»,e*” ) für eine be- 
liebige durch p nicht theilbare Zahl r wird auf den für r=1 geltenden 


Werth durch die Gleichung 


2rni 2rı 


OO x 


6.) (w,e")=o'"(w,e*) 
zurückgeführt. Die Norm dieses Ausdrucks hat die allgemeine Bestimmung 
2rri Irni 
6) (wer )wi,e #)= p. 
2rrei 


Der Ausdruck (w, e ?* ) verschwindet, sobald man entweder statt r eine 


mi 
durch p aufgehende Zahl setzt, oder statt & eine solche Wurzel er 
substituirt, bei der statt 7 eine durch p theilbare Zahl getreten ist. 

Unter den geraden Werthen der Zahl Ak fasse ich nach dem Vorgange 
Dirichlets nur diejenigen ins Auge, welche durch 8 theilbar sind: es besteht 
dann die Zerlegung in Potenzen differenter Primzahlen 

k= 2ipep" ...; 
Wenn jetzt r eine durch keine in k enthaltene Primzahl theilbare Zahl be- 
deutet, so kommen zu den für die Moduln p®, p*, ... angegebenen Con- 


oO Do 
sruenzen noch die beiden 


(—-1)"”=r (mod. 4), 
(-1)”5” =r (mod. 2%) 


hinzu, wo «, die Werthe 0, 1, dagegen /, die Werthe 0, 1, 2 


DD 
ph 
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durchläuft. Mit Zuziehung der Gleichungen 
e—-1=0, W’-1=0 | 
werden dann die zu der Zahl k gehörenden Dirichletschen Reihen so definirt: 
&, Pr Yr ıYr 
(7) >> rw ne wir... 


r r® 


aa L(6, v; 0, W,... 8), 





wo r alle positiven Zahlen bedeutet, die relativ prim zu k sind. Für @ 
wird jeder der beiden Werthe +1 und —1 zugelassen; bei der Wurzel 


Irri 
Jdi—? M 


&) y=e 
nehme ich an, dass w eine ungerade Zahl sei. Dem obigen Ausdruck (3.) 
entspricht hier der folgende 




















Zrrei 2rni Irrri 2rni “u 
e +w(e 2. „+ w(e ” "+. 4t wile gl y:° Böen, 
y _ ?rmi id 2 nad R. Irmi R 
(9.) +6(e a* +(e 24 „+w(e zr hohe 24 y —1 
2rni 
"rn (6, v;e « ); 





welcher sich auf die Kreistheilung für die Theilungszahl 2° bezieht. Die 
für diese Ausdrücke nothwendige Annahme, dass >53 sei, knüpft sich an 
die Thhatsache, dass die Wurzeln der zu A=1 oder A=2 gehörenden 
Kreistheilungsgleichungen 3° = 1 und z° = 1 beziehungsweise gleich den 
Einheiten auf dem Gebiete der reellen oder complexen Grössen sind. Der 
Ausdruck (9.) verwandelt sich leicht in diesen 


2rrni 2rni 2rni 





7 / 7 2 Ih 3 k am Yyh r 
10. Guphe * +ORyile Pt + ya (de ”), 


Für denselben gilt die Gleichung 


2rni 2 
1) (we) = "ya, pie”), 
und die Bestimmung der Norm 

















2rsti 2rrei 
12) ,we”’)a,w;e ")=-2. 
Auch verschwindet (®, w; e 2). wofern entweder statt r eine gerade Zahl, 
ni 


° u 6 | ® 2 . . 
oder statt w eine solche Wurzel e’ eingesetzt wird, bei welcher an der 
Stelle von u eine gerade Zahl steht. 
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Da nach den jetzt getroffenen Vorbereitungen bei der vorzunehmen- 
den Umformung die verschiedenen in % enthaltenen Primzahlpotenzen gleich- 
mässig behandelt werden, so genügt es, die Transformation der in (7.) de- 
finirten Funetion auseinanderzusetzen. w enn man in (D.) und (11.) statt ö 


die Grösse —i einführt, und diese, so wie die entsprechenden zu den Prim- 
zahlen p', ... gehörenden Gleichungen multiplieirt, so folgt die Relation 





er > Br x 2r Ti = 
(13.) (6, y g) e )(@ ve az 3 e | Be 
ur win? "...(6, wi;e ")(w, el "u SE Wen 


Durch die Multiplieation mit dem auf der rechten Seite befindlichen Produet 
von eingeklammerten Ausdrücken entsteht daher aus (7.) die Gleichung 


2rni Irre 
(6, w,e "ww, e ”)...L(0, w; w,w,..., s) 
(14.) ‚ 2rri B 2rnmi 
sent Marti ie. ı:®:)... 
< eh 2 





Vermittelst der Darstellungen (4.) und (10.) wird die rechte Seite gleich 
der mehrfachen Summe 


Ir si q 7 q \ 
„' - rer 4 Fo JA 
2 ‚ nary he ET RER RO PR | 
(15.) = —& — 


pe 
r 0,9, Ir... r’ 


hier durchläuft q die ungeraden Zahlen von 1 bis 2%, g die dureh p nicht 
theilbaren Zahlen von 1 bis p*, u.s. f. Setzt man nun 

( ( 

(16) (tttetn ke 

2 p! ER 
bezeichnet mit r, den Inbegriff der relativen Primzahlen zu k, die positiv 
und kleiner als k sind, mit % eine positive Grösse, so leuchtet ein, dass die 
Summe 

Ah 
—): n h+-l) 
Fi j mM ds ig; er har r(-, + m )( 
17) — EEE My ha rat... _ A Br 


k m=V0 Tr I ( r, 4 ) 
- m 
k 


für ein gegen die Null abnehmendes k gegen (15.) eonvergirt. Durch die 


Substitution t=h-+il, e = n geht jetzt die Gleichung (19.) des art. 1 in 
die folgende über: 
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Lipschitz, Eigenschaften einer Gattung unendlicher Reihen. 











rk rE. 
(18) (2n)'-: no es (+ m)tn+i9 Kae rt Bi Pr 
3 e Ti1-s) 5 r; P ” Lt (h + (I+n)i)!=> ’ . x, N = x 
(+m) 


Hier gilt die Annahme, dass der reelle Theil von s ein positiver echter 
Bruch sei, welche von nun ab festgehalten wird. Demnach wird (17.) gleich 
der Summe 





2 ME 

Mi) a, = —yir eh 
(19. Be Ey Pr rn Pr... 21 ES ae 
119.) (2r)1=°k® Er I ’ Y e > (kh+l+n))I ’ MET 


Wenn man hier statt r, eine Zahl « substituirt, welehe mit k einen gemein- 
samen T'heiler hat, so erhält die nach » und Z! in der angegebenen Weise 
auszudehnende Summe die Eigenschaft, zu verschwinden. Da die Zahlen / 
nach der in (16.) gegebenen Definition zu % relativ prim und unter ein- 
ander incongruent sind, da ferner der Werth von (15.) nieht geändert wird, 
sobald für / eine mit ! nach dem Modul k congruente Zahl gesetzt wird, 
so ist es gestattet, statt der zu untersuchenden Summe die Summe 


5) . 
<Trın —ı 
—N k 


. n i y = er E 
20) Ferne 


N—= 


zu betrachten, wo / die Reihe der Zahlen von 0 bis —1 durchläuft, und, 
sobald / mit % ohne Theiler ist, 


' 
u A u ( ı (, 
= 60 y Pro m Pr 


wenn aber / mit k einen gemeinsamen Theiler hat, 
= 0 


eenommen wird. Ordnet man jetzt die in (20.) vereinigten Reihen, welche 
den % auf einander folgenden Werthen von / entsprechen, nach den auf- 
tretenden Nennern, so gehört, abgesehen von den Nennern, welche mit den 
extremen Werthen von » correspondiren und unter den obwaltenden Vor- 
aussetzungen zu dem Gesammtwerthe beliebig kleine Beiträge liefern, zu 
jedem Nenner ein Aggregat von Faectoren, das sich leicht bestimmen lässt. 
Es sei in einem Nenner für die Zahl /+» der Werth d‘ vorgeschrieben. 
Dann gehören zu den Werthen /=0, 1,2, 3,... k—1 beziehungsweise 
die Werthen=d, 0-1, ... d—k-+1, und man findet in (20.) das Aggregat 


2 
In di 2 (d-Ni = (RN 


7 &e R +&,e PR €e;e 
BIN eisen 
\ (h+di)'= 
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Der Zähler desselben ist gleich dem Produet der Grösse e" in das 
Product 


_ Zuns uni Zurri 


(22) (0, w',e * Kw,e ")w,e ?*). 

Weil aber angenommen ist, dass die Zahl « mit k einen RER Theiler 

habe, so muss « entweder mit 2°, oder mit p°, oder mit p’%, u. s. f. einen 

gemeinsamen Theiler besitzen. Nach einem vorhin angeführten Satze ver- 

schwindet jeder Factor von (22.), für den diese Voraussetzung zutrifft. Es 

muss also (22.) unbedingt gleich Null sein, und damit ist die Behauptung 
erwiesen, dass die Summe (20.) den Werth Null hat. 

Aus dieser T'hatsache folgt, dass der Werth der Summe (19.) derselbe 

bleibt, wenn man r, die vollständige Reihe der Zahlen von O0 bis k—1 

durchlaufen lässt. Indem man dies thut, ergiebt sich, dass die Summe 


2nn— k. i * . * » 
Se * für alle Werthe von » verschwindet, die nieht durch %k aufgehen, 
” 
dagegen für die sämmtlichen Vielfachen f% gleich k wird. Demnach erhält 


(19.) die Bestimmung 


n > Mi. BE et, 
Ti) 1, 5. Hy Aa Ta 7 FR 
Sr, = 2,2 (FH a 


Setzt man, wie oben, r=/-+fk, so gelten für alle durch (16.) bestimmten 
Indices die Gleichungen 

=, hf, Y=yı Yy=yı 
und r wird successive gleich allen relativen Primzahlen zu k vonr=—R 
bis r= AR, für ein wachsendes R. Indem die positive Grösse A der Null 
genähert wird, convergirt (23.) gegen den Grenzwerth 


rA-s) a Gay A Tat, 





. 1—s f nu z => 
(24.) any k RT ae x. 
Es ergiebt sich daher für die linke Seite von (14.) die Darstellung 
(25.) (0, vi; e ")Yw',e "*)...L(0, y;w, w,... s) 
d. | 
_ TA4—s) aus y ap Pr Narr... R 
= —- — —— : == 00, 
u In): nn (ri): ) 
Indem wieder die positiven Werthe r=r von den negativen r=—r ge- 


sondert werden, geht wegen der Gleichungen 


19” 
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p—1 0 

Yn 7 +45 pr, 
' ' pP—1 PTR 
Y = tg P‘ » 





Or) zu a,+1, 
Pn . P,; 


die nach r zu nehmende Summe in das folgende Aggregat über 








! 
E_ —N — DD). _—Y. —_—-Y. 
— — i(i-s) 0 ‚ Pro Ir! Ir 
ae b. 








„2 . 
Fan. we a Fu ne u 
+e‘ Ow ° At Pe v en BU +. 
In Folge der Gleichungen (2.) wird 
a re 
: is; ' 


die nach r auszuführende Summe ist vermöge der in (7.) enthaltenen De- 


finition gleich der Function L(@, w'; @', w@',..., 1-5), und die 
(25.) liefert die abzuleitende Transformation 
2ri 2rri 


T ilt-s) 





(2n)!-s 


Gleichung 


(6, w'; e ” \w", e ")...L(6, w;w,w,...,s) 
N NL yo, 0-1, 1-8). 


Mit Hülfe der Gleichungen (6.) und (12.) kann diese auch in die folgende 


(sestalt gebracht werden 


! 
L(6, vw; w, @, ..., 8) 
un an 


(28.) u T(1s) (0, w;e ai (wm, e? 


Fo 





rı 
ill 


°)..(e ?  +-1)7t7+ 
xL(6, w; w', w', ..„ 1-3). 


9 





Till-s) 


Fe 


Durch die letzte Gleichung des vorigen Artikels werden die Werthe 


derselben Funetion 


L(6, w; w, w, ..„s) und L(, w'; w', @',.., 1-5) 


mit einander verknüpft, bei welchen den Einheitswurzeln 6, w, w, 
Reihe nach die beziehungsweise conjugirten Grössen 0, wi, 7! 


o,... der 


ben 


3 w 3 .e..». 
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entsprechen; zugleich correspondirt dem Exponenten s, dessen reeller "Theil 
zwischen O0 und 1 liegt, der Exponent 1—s, dessen reeller Theil die gleiche Be- 


1 


schaffenheit hat. In Folge dessen wird der Werth L(6, w"'; wo’, wo", ..., 1—s) 
mit dem Werthe L(6, w;w,w',....,s) conjugirt, sobald dem Exponenten s der 
Werth 4 beigelegt wird. Da /(H)=n° ist, so ergiebt sich bei dieser An- 


nahme aus (28.) des vorigen Artikels die Gleichung 





L(0, v; w, w, ... 4) 
A.) I+K-DHtrt- 14 K-Drtrtm 1 (8, wie” (m, er)... 
Th BR ver a ) ki 
xL(0, w; w, w, ... 4). 
» . 1... —1ytr+- — 119 —1yt7+- | " 
Offenbar wird der Ausdruck - ra 2 + m i gleich +1 


oder —i, je nachdem 9(—1)'*"*" gleich +1 oder —1 ist. 
Ist k gleich einer einzigen ungeraden Primzahl p, so kommt ver- 
möge (18.) des art. 3 


IIciy 14H \(e er) 

I\ —— _ 4. - { ’ 1 | 

PEN) al DVoal 202 True Del Zr Ze a 
o = e” r nicht theilbar durch p—1. 





Für % gleich der Potenz einer ungeraden Primzahl p* findet sich 
m 


140-1, IHN Na er), | 
L(o, 1) B ( rc + au ;) - . ? Lo, 3 ), 


(3.) ei " p° m 


2rti 


109] 
Wenn k= 2°, 43 ist, so erhält man 


y 


- 7 
—1)pg 1 
— ee 





; tz nicht theilbar durch p. 





140... —-140.ı (0, w;e?”) & 
1.0, u 9 = Fr) EM 18, v5), 
(4.) E 5 2° 
"”=1, w=e”” ; uw ungerade. 
In Betreff der Ausdrücke 
2ni 2ni 2mi 





(w, e j )» (w, e*), (0, w; e’) 
ist daran zu erinnern, dass wegen der Gleichung (4.) des art. 3, ferner 
der Gleichungen (5.) und (11.) des art. 4, wenn für die in (2.) und (3.) 
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mit 7 bezeichnete Zahl deren grösster gemeinsamer Theiler mit p—1 durch 
d bezeichnet wird, und r wieder eine durch p nicht theilbare, oder bezie- 


Irnmi p—1 


hungsweise ungerade Zahl bedeutet, die Potenz (w,e? )* gleich einer 
rationalen ganzen Function des zugehörigen » mit ganzzahligen Coefficienten, 


ri (+ )re-1 
d ö 


die Potenz (w, e ?* ) gleich einer rationalen ganzen Function des 


2rni 


ö . . . . ad 
betreffenden » mit ganzzahligen Coeffieienten, und die Potenz (6, w;e * 
gleich einer ebensolehen Funetion des bezüglichen vw ist. Da nun ferner 





2rni Irrri 
die Norm von (w,e  ) gleich p, die Norm von (w,e?* ) gleich p*, die 
2rmi 


Norm von (6, w;e ” ) gleich 2? ist, so hängt die Bestimmung der drei Aus- 
drücke selbst, wie in Disqu. ar. art. 360, IV bemerkt ist, von der Aufgabe 


. . ° . . —1 . —] Bee 
ab, einen gegebenen Winkel beziehungsweise in I, oder in )p‘ £ 


oder in 2°”' gleiche Theile zu theilen. Es sind also die zu den verschiedenen 


Ir ni 2rrti 


Werthen von r gehörenden Werthe des Ausdrucks (w,e * ) oder (w,e ’* ) 





yA 


oder (w,e ” ) gleich den verschiedenen Wurzeln derselben reinen Gleichung 
von dem angegebenen Grade. Doch verursacht es eine eigenthümliche 
Schwierigkeit, wo es sich um die ungeraden Primzahlen oder deren Potenzen 
handelt, genau diejenige Wurzel zu unterscheiden, welche einem vorge- 
schriebenen Werthe von r, etwa r=]1, zugehört. Für den Fall, dass die 


” . . ° . . . . —] 
Kreistheilungszahl eine ungerade Primzahl p ist, die Zahl 7 gleich „ae - 
genommen wird, mithin = —1 ist, hat Gauss diese Schwierigkeit in Disqu. 


ar. art. 356 hervorgehoben, und zugleich deren Lösung angegeben, wäh- 
rend diese erst in der Abhandlung: Summatio quarumdam serierum singu- 
larium vollständig entwickelt ist. Derselbe Gegenstand ist später zum Aus- 
gangspunkt verschiedener hervorragender Arbeiten geworden. Auf die be- 
zeichnete Frage bei der Voraussetzung, dass die Kreistheilungszahl eine 


2ni 
Primzahl p von der Form 6«+1 ist, und = — oder »=e° gesetzt 
wird, bezieht sich die Abhandlung des Herrn Kummer: De residuis cubieis 
disquisitiones nonnullae analyticae, Bd. XXXII dieses Journals, S. 341. In 
seiner Allgemeinheit ist das in Rede stehende Problem, soviel ich weiss, 
bisher noch unerledigt. 
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Es besteht nun ein bemerkenswerther Zusammenhang zwischen diesem 
Problem und den so eben durch die Annahme s = } abgeleiteten Glei- 


p—1 


chungen. Setzt man in (2.) die Zahl 7 gleich —,—, oder = —1, so 


fallen die Funetionswerthe Z(w, 4) und L(w' 


sich die folgende Erwägung. Entweder die Funetion L(—1,s) ist so be- 


‚4) zusammen, und es ergiebt 


schaffen, dass sie für s = 4 verschwindet; dann würde die betreffende Glei- 
chung (2.) inhaltlos sein. Oder die Funetion L(—1,s) verschwindet für 
s= ! nicht. Wäre das letztere der Fall, so würde der von Null ver- 
schiedene Factor L(—1, 4) auf den beiden Seiten der Gleichung fortgelassen 
werden dürfen, und man erhielte die Gleichung 


27 un 


DI HERE guet? ”) 


Irni 
durch welche der Werth des Ausdrucks (—l,e ? ) für r= 1 unzweifelhaft 
bestimmt wird; es wäre also für das oben erwähnte von Gauss herrührende 
und zuerst bewiesene Resultat eine neue Begründung gefunden. 
Die übrigen Werthe, die für ® in den obigen Relationen (2.) und 


(3.) zur Anwendung kommen können, sind complexe Grössen, deren ima- 


ginärer Theil nicht gleich Null ist, so dass L(o, 4) und L(o”', 4) complex 


und eonjugirt, aber nicht einander gleich werden. Hier ist wieder die 
doppelte Möglichkeit zu erörtern, dass L(w, 4) In Null oder von Null 


1 


verschieden sei. Im ersteren Falle würde L(w”', 4) als die vanjägiste Grösse 


ff \ 


ebenfalls gleich Null sein, und die betreffende Relation (2.) oder (3.) keinen 
Inhalt haben. In dem entgegengesetzten Falle würde auch L(w” . r nicht 


gleich Null sein, und man dürfte aus (2.) oder (3.) respective die Gleichung 
I 2rri 
Asa „tt, (0 e?’) _ _L(w }) 
N | 2 ) pi —- To, 4 
oder 


2mi 


( 14-1)" y 14-1)’ i) (w, eP ) 
2 2 4 


p’ 
ableiten. Da die auf der rechten Seite befindlichen unendlichen Reihen 
ausser der gewählten Einheitswurzel ® keine anderen Bestandtheile als 
die positiven Quadratwurzeln aus positiven ganzen Zahlen enthalten, so 


2rrri 


würde auf diese Weise der Werth des Ausdrucks (w, e’” ) für r=1 ohne 
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Zweideutigkeit dargestellt sein, und die auftretenden Dirichletschen Reihen 
würden ein analytisches Mittel bilden, um die oben erwähnten reinen Glei- 
chungen wirklich aufzulösen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, um die 
Theilung des betreffenden Winkels in die angegebene Anzahl gleicher Theile 
durch direete Rechnung auszuführen. 

Wie leicht zu sehen, können in Bezug auf die Relation (4.) ähnliche 
Betrachtungen angestellt werden, welche indessen nicht die gleiche Be- 
deutung haben, da die hier zu lösende Aufgabe, die Theilung eines ge- 
gebenen Winkels in 2° Theile, auf die suecessive Ausziehung von Quadrat- 
wurzeln redueirt werden kann. 

Aus den mitgetheilten Beobachtungen leuchtet ein, dass es sehr 
wünschenswerth ist, festzustellen, ob die in (2.), (3.), (4.) erscheinenden 
Funetionen L(o, 4), L(@, w; 4) verschwinden oder von Null verschieden sind. 
Ich behalte mir vor, auf diese Frage später einzugehen. 


6. 

Die im Vorhergehenden erörterte Auflösung der Kreistheilungsglei- 
chung für eine beliebige Theilungszahl % setzt voraus, dass die Kreis- 
theilungsgleichungen, welche zu gewissen mit % zusammenhängenden T'hei- 
lungszahlen gehören, schon gelöst seien. Man kann daher das betreffende 
Verfahren als eine suecessive Reduction auffassen, und sich von den nach 
einander auftretenden 'Theilungszahlen Rechenschaft geben. Es möge mi 
z(R) = k') diejenige Zahl bezeichnet werden, welche gleich dem Product 
der verschiedenen in k enthaltenen Primzahlen ist. Wenn ferner die Anzahl 
der relativen Primzahlen zu 4" aus der Reihe 1, 2, ... k, wie gewöhn- 
lich, mit g(k') = k notirt wird, so ist klar, dass bei der T'heilung des 


„ [2 [3 [ * “ * [3 k r ” 
Kreises in k Theile angenommen ist, dass die Theilung in g(k") PO l’heile 


schon vollendet sei. Ebenso ist bei der Theilung des Kreises in 4 Theile 
vorausgesetzt, dass die Theilung in g(k®) Theile schon vorliege. Für die 
Theilung des Kreises in g(k) = k“) Theile lässt sich nun dieselbe Be- 
trachtung wiederholen und dieser Process fortsetzen, bis er sein Ende er- 
reicht. In der That werden auf die beliebig gegebene Zahl A die beiden 
Uharakteristiken (x) und Y(y) in regelmässig abwechselnder Folge an- 
vewendet, wodurch man eine vollständig bestimmte Reihe von Zahlen erhält: 
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Theilungszahl = k, 
a: =, 
1) ph”) = KK, 
2.) = KO, 
| re 
Weil für jede Zahl x 
a) Zr, 


dagegen für jede Zahl y mit Ausnahme der Einheit 


IY)<Y 

ist, so bilden die Zahlen k, k®, k®,... eine Reihe, bei der jedes Individuum 
nothwendig kleiner als das vorhergehende ist, und die deshalb ein Ende 
erreichen muss. Weil ferner kV —k, kKM)<—_ kN”, ... ist, so nimmt auch 
die Reihe der Zahlen kV, k®, ... beständig ab. Für die Produete diffe- 
renter Primzahlen kV, k®, ... als Argument ist der Werth der Eulerschen 
Charakteristik eine gerade Zahl, den einzigen Fall ausgenommen, dass das 
Argument gleich der Zahl Zwei selbst ist. Mithin lässt sich das angegebene 
Verfahren so lange weiter führen, als in der Reihe der Zahlen A, k%, 

nicht der Werth Zwei erscheint. Weil jedoch das Verfahren nieht ohne Ende 
fortgehen kann, so muss in der Reihe schliesslich die Zahl Zwei erscheinen, 

m 


2) keD=2 


indem für einen ungeraden Zeiger 2vr—1 die Gleichung 


auftritt. Aus derselben folgt dann 
(3.) p(ka=D) = ker = 1; 


und damit ist das Verfahren geschlossen. Hiermit ist nachgewiesen, dass 
zu jeder beliebigen Zahl % eine Zahl » gehört, durch welehe die Anzahl der 
Schritte des mit % vorgenommenen Verfahrens bestimmt wird. Der Werth 
dieser Zahl v bietet einen Eintheilungsgrund für die sämmtlichen Zahlen in 
Klassen, indem alle Zahlen, für welche v denselben vorgeschriebenen Werth 
hat, in die vte Klasse zusammengefasst werden. 

Wenn man das System von Definitionsgleiehungen (1.) in umgekehr- 
ter Ordnung durchläuft, und mit den letzten Gleichungen (2.) und (3.) be- 
einnt, so findet sich 
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ya )=hN =1, 
x(k&r-9) — ker-ı) _ 2, | 
(4.) | yp(kr) — kan, 

4(k®r-9) — KaD, 





Aus der Gleichung y(k®”"?) = 2 folgt, dass die sämmtlichen in ®”” ent- 
haltenen Primfaetoren mit der Primzahl Zwei übereinstimmen müssen, oder 
dass 4’ nothwendig gleich einer Potenz von. Zwei ist, 


5) 7 ee 
Ferner ist 4” gleich einem Product differenter Primzahlen, unter denen 
nach dem Öbigen auch die Zwei vorkommt, oder 


(6.),: KPD = Bpp . 
In Folge dessen nimmt die Gleichung y(k®”"9) = k”"”? die folgende Ge- 
stalt an 
7) P-DP-D-- = 2% 
Weil aber 2° keine anderen Factoren haben kann als Potenzen der Zwei, 
so zieht (7.) die Reihe von Gleichungen nach sich 
8) p-1=2 p-1l=2", 


Deshalb sind die Primzahlen p, p', ... durch die Eigenschaft charakterisirt, 
dass respective der Werth der Verbindung p—1, p—1l,... gleich einer 
positiven Potenz von Zwei sein muss, und fallen mit den Primzahlen zu- 
sammen, für welche als Theilungszahlen die Kreistheilung mit alleiniger 
Hülfe des Lineals und Zirkels bewerkstelligt werden kann. 

Indem man die Primzahlen, die zur vten Klasse gehören, als Prim- 
zahlen der vten Klasse bezeichnet, lässt sich jetzt die Frage nach den 
sämmtlichen Zahlen der vten Klasse und den sämmtlichen Primzahlen der 
vten Klasse für die erste und zweite Klasse vollständig beantworten. Die 
erste Klasse von Primzahlen enthält nur die Primzahl Zwei, die ersie Klasse 
von Zahlen nur die positiven Potenzen von Zwei. Die Primzahlen der zweiten 
Klasse sind diejenigen Primzahlen p;, welche um die Einheit vermindert gleich 
einer Zahl der ersten Klasse, d. h. einer positiven Potenz von Zwei sind. Die 
Zahlen der zweiten Klasse sind die Producte aus Potenzen, deren Basen gleich 
Zwei oder gleich Primzahlen der ersten Klasse sind, und zwar dürfen in dem 
Product die Primzahlen der ersten Klasse nicht fehlen. Man kann nun in 
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dem System (4.) schrittweise weiter gehen, die entsprechenden Ueberlegungen 
wiederholen, und sich durch Anwendung des Systems (1.) leicht überzeugen, 
dass, wenn eine Zahl k von der vten Klasse mit einer Zahl %# von der 
v'ten Klasse multiplieirt wird, und » —v’ ist, das Produet kA’ nothwendig 
zur vten Klasse gehört. Auf diese Weise gelangt man zu dem folgenden 
Ergebniss, durch welches die Primzahlen wie die Zahlen einer gegebenen 
vten Klasse in recurrirender Weise vollständig charakterisirt werden. Eine 
Primzahl p, der vten Klasse ist eine solche, bei der der Werth p,—1 gleich 
einer Zahl der (v—1)ten Klasse ist. Eine Zahl m, der vten Klasse ist gleich 
einem Product von Potenzen von Primzahlen, die allen Klassen von der ersten 
bis zur vten angehören, bei welchem Product die Primzahlen der vten Klasse 
nicht fehlen dürfen. 

Für die 24 ungeraden Primzahlen des ersten Hundert ergiebt sich 
die folgende Eintheilung: zur zweiten Klasse gehören 3, 5, 17, zur dritten 
Klasse 7, 11, 13, 19, 31, 37, 41, 61, 73, 97, zur vierten Klasse 23, 29, 
43, 53, 67, 71, 79, 83, 89, zur fünften Klasse 47, 59. Nachdem die all- 
gemeinen Kriterien festgestellt sind, lassen sich auf sehr einfache Art die 
Reihen bestimmen, welche entstehen, indem man mit einer eomplexen Grösse 
s, deren reeller Theil grösser als Eins ist, für alle Zahlen der gegebenen 
vten Klasse die Summe bildet 

er 2 
m, 


Nach dem Obigen hat man für v=1 die Gleichung 


1 aA—n 1 
Ti 
u; mS ns Yas I 
mithin 
BT 
1 m’ 
Be )s 


Es sei ferner das über die sämmtlichen Primzahlen der vten Klasse aus- 
gedehnte Product 


Ba a. nn 


Dann ergiebt sich für die zu den auf einander folgenden Klassen gehörenden 
Summen aus dem, was entwickelt worden, die Bestimmung 
20* 
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1 1 1 
4 2 dere Sn ori 
wer P.(s) = 14242, | 
ET} 
1 R = 1 un 1 
123 Fick P;(s)P,(s) == dr er uber 
Os 
1 BOPR6..P,) = 1431481481 4.4 81. 
Er 1 2 3)... 1,5) = ms + mr ri u"; 
»s 





Durch die so eben vorgenommene Eintheilung der Primzahlen in 
Klassen wird auch die längst aufgeworfene, aber meines Wissens bisher 
nicht beantwortete Frage in ein neues Licht gerückt, ob die Anzahl der 
Primzahlen von der Gestalt 2°+1 endlich oder unendlich sei. Es zeigt 
sich, dass dieselbe zu einer Kette von Fragen gehört, welche dahin lauten, 
ob die Anzahl der Primzahlen p) der vten Klasse für die Werthev = 2, 35,... 
endlich oder unendlich sei, ferner ob die Anzahl der Klassen von Prim- 
zahlen endlich oder unendlich sei. Gegenwärtig kann man nur soviel mit 
Sicherheit erkennen, dass es unmöglich ist, dass sowohl jede Klasse nur eine 
endliche Anzahl von Primzahlen enthalte, und dass gleichzeitig die Anzahl 
der Klassen endlich sei. Denn wenn dies der Fall wäre, so müsste die 
Anzahl aller Primzahlen eine beschränkte sein, was schon Euklid als un- 
möglich erwiesen hat. 

Bonn, den 25. März 1889. 











Bemerkungen über die Darstellung von Reihen 
durch Integrale. 
(Von L. Kronecker.) 


Nach Dirichlet nähert sich unter gewissen über die Funetion F(z 
zu machenden Voraussetzungen die Summe: 


k=+n ’o+1 L x \ k=+n ro+1 - a u. 
Ri. F(z)cos2k(3—-ve)ndz oder 2 F(z2)e""""dz 
De  ü k=—n *® 

0 0 


mit wachsendem » einem der beiden Werthe: 
4lim(F(o+0)+F(e—0)), slim(Flo+d)+ Flo H1—0)) >, 
() 


“ N —) { 
je nachdem » innerhalb des Intervalles (o, e+1) oder in einem der beiden 
Endpunkte desselben liegt. Nimmt man oe = 0 und F(e) = e””", wo w eine 
beliebige (complexe) Grösse bedeutet, so kommt: 


k=+n 


2 
lim 5 ws ug - 0 u - ee 


.) \ 
pn k=z—n z 
N—I. 0 


je nachdem © innerhalb des Intervalles (0, 1) oder an einer der Grenzen 


liegt. Nach Ausführung der Integration ergiebt sich hieraus im letzteren 
Falle die Partialbruchzerlegung von cotwr, im ersteren die Formel: 
I errwri k= +n e?’keni 


— 0 ] BD’ Ur. 
(A.) glei] lim a ( 1) 


welche also nichts Anderes ais die Fouriersche Reihenentwickelung von 
e””“ oder von cos2vwn und sin2vwr enthält *). 

Diese Bedeutung der Formel (A.), aus welcher sich ihre Ableitung 
unmittelbar ergiebt, habe ich im art. I meines Aufsatzes: „Zur T'heorie der 
elliptischen Functionen“ **), wo ich von derselben Gebrauch zu machen 


*) Die Gleichung (A.) gilt, wenn man auf beiden Seiten mit e?“®—1 multiplicirt, 
auch noch für ganzzahlige Werthe von w. 
**) Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften von 1883 Stück XX. 
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hatte, hervorgehoben aber verabsäumt hinzuzufügen, dass sie sich bereits 
in einer Abhandlung *) des Herrn Lipschitz findet, wo sie als Resultat der 
Speecialisirung allgemeinerer Gleichungen erscheint. Dass dieselbe Formel 
aus Gleichungen zu erschliessen ist, welche in der Poissonschen Abhand- 
lung: „Sur le caleul numerique des Integrales definies“ vorkommen, und 
dass sie endlich auch aus der Darstellung der wten Potenz einer Variabeln 
durch das Cauchysche Integral hervorgeht, habe ich im art. X meines Auf- 
satzes **) „Ueber eine bei Anwendung der partiellen Integration nützlichen 
Formel“ dargelegt. 

Herr Lipschitz hat in der eitirten Abhandlung die allgemeinere Reihe: 


k=-+n a x 
lim E (w— k)e""" w<er<ı, 


NR k=—n 


welche für den speciellen Fall o=1 in die Reihe auf der rechten Seite 
der Gleichung (A.) übergeht, durch ein Integral dargestellt. Eine andere 
Integraldarstellung erhält man (für nicht reelle Werthe von ®), wenn man 
den Factor (w—k)"° durch das Cauchysche Integral ausdrückt und alsdann 
die Gleichung (A.) zur Summirung unter dem Integralzeichen benutzt. Denn 
wenn f(z) irgend eine Function der complexen Variabeln z3=x-+yi be- 
deutet, welche nebst ihrer Ableitung in einem die x-Axe einschliessenden 
Streifen eindeutig und endlich ist und sich bei wachsenden Werthen von = 
der Null nähert, so ist: 


ekrni 


„_g f(2)d3, 


vorausgesetzt, dass die Reihe auf der linken Seite convergirt, und dass die 
Integration auf der rechten Seite über die Umgrenzung jenes Streifens er- 
streckt wird. Bei Anwendung der Formel (A.) wird also: 


k=-+n Irzmi 
lim 2 he = (u Cds, 





ı; k—+n h koi 1 li [z 
im 5 fie” = im) 2 


nn k=—n 


n—n k=—n 
oder: 
u Ikrrti 1 (?r—1)erri 
lim 3 f(het" = —— fe ""neosecznf(z)da2. 
N—_N k=—n 2ni « 


Diese letztere Gleichung folgt aber auch unmittelbar daraus, dass 
die Unendlichkeitsstellen der Function unter dem Integralzeichen auf der 


*) „Untersuchung einer aus vier Elementen gebildeten Reihe.* Bd. 54, S. 320, 
Formel (12.). 


**) Sitzungsbericht#e der Akademie der Wissenschaften von 1885 Stück XXXVIN. 
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rechten Seite einzig und allein durch die ganzzahligen Werthe von z re- 
präsentirt werden, und in derselben Weise ergiebt sich überhaupt eine Dar- 
stellung von Reihen durch Integrale mittels der Gleichung: 


k=+%»2 1 » i 
t (B.) „Z f(k) = 5,5, meotznf(a)dz, 
= 2 _ 
welche, wenn f(z+yi) in dem von den geraden Linien y= —n und y=-+r 
umgrenzten Streifen die obigen Voraussetzungen erfüllt, und daher das Re- 
sultat der Integration von $—ni bis $+ni für unendlich grosse (nicht ganz- 
zahlige) Werthe von & verschwindet, auf die Form: 
ko ° 1-00 
(B.) F(0)+2 S F(k) = isgn.n / F(z+ni)eot(z+ni)nde 
-%X 
gebracht werden kann, in welcher zur Vereinfachung f(z)+f(—2) = 2F(z) 
gesetzt ist. 
Wird in dem Ausdruck: 
1 ' Kane 
er a, 
in welchem für f(z) die obigen Voraussetzungen festgehalten werden, die 
Integration über die Umgrenzung eines die ganze z-Axe und auch den 


Punkt z, enthaltenden Gebiets erstreckt, so ist sein Werth gleich: 


k=+@ k 
neotzunfl2,)— 8 I) 


k=-—n 2, —k 


Falls nun cotzrf(z) für unendlich grosse Werthe von 3 — etwa einzelne 
Punkte ausgenommen — verschwindet, kann die Integration in (C.) über 


einen Kreis mit unendlich grossem Radius erstreckt werden, und da alsdann 
der Werth des Integrals sich der Null nähert, so resultirt die Gleichung: 


(D.) neotznf(z) = 3 Ih) -, 
r 


3—h 

=—o 

welche nichts Anderes als die Zerlegung von zcotzrn/(z) in Partialbrüche 
darstellt. Sie enthält aber zugleich jene zuerst von Herrn Lipschitz auf- 
gestellte Gleichung (A.) als speciellen Fall, da sie in diese übergeht, wenn: 


{ er—1)eri 
f(z) = 
gesetzt wird. Hierbei erfüllt f(z) die obigen Voraussetzungen, sobald ® 
zwischen Null und Eins liegt. 


) C0szTrT 











Sur quelques theoremes de Dirichlet. 
(Par M. F. Tano a Rome.) 





I. 


Dans son Me&moire intitul&E „Finige neue Sätze über unbestimmte 
(rleichungen“ *), Dirichlet demontre quelques theor&mes sur la possibilite, 
en nombres entiers, de l’&quation 

X —Ay = —. 

Cependant Dirichlet ne va pas au delä du cas ot l’entier A est compose 
seulement de trois facteurs premiers. Dans la presente Note je me propose 
de considerer le cas de A compose d’un nombre queleonque de facteurs 
premiers. Avant Dirichlet cette &quation avait ete etudide par de celebres 
math@maticiens. Lagrange, comme l’observe Dirichlet lui-m&me, avait con- 
jeetur& dans son premier M&moire sur les &quations indetermindes **), que 
l’equation dont il s’agit est possible en nombres entiers lorsque A ne contient 
que des facteurs premiers impairs de la forme 4m-+1. Üette eondition est 
necessaire parce que sans cela A ne pourrait &tre diviseur de x’ +1, comme 
V’exige l’equation; seulement elle n’est pas suffisante, parce que, par exemple, 
elle est remplie par A=5.41 sans que pour cela l’equation admette de 
solution. 

Pour eause de brievete, je me servirai dans ces recherches d’un 
symbole analogue a celui de Legendre, symbole dont Dirichlet fait usage 
dans le susdit M&moire. Soit e un nombre premier de la forme 4m-+1 et 


a \ . 
a un nombre non-divisible par ce, pour lequel (*)= +1, e’est-A-dire 


c—1 


u. 


a’ =]1 (mold.e), 
alors on aura 


*) Abhandlungen der Berliner Akademie. 1834. 
**) Melanges de Turin, Tome IV, seconde partie, p. 88. 
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c—1 
a’ =+1 ou -—1 (mod. e). 


Ce reste +1 ou —1 est represente par Dirichlet & l’aide du symbole 
a 
G). 
4 


II. 
Denotons par a,, a,, a;, ... a, differents nombres premiers =1 (mod. 4) 
et sott e=T, y=U la solution minima de l'’@quation Pellienne 


- 


2 —-Ay = +l 
ou A= a,.A,.A,...d,5 NOUS aurons 


(p.) (T+1)(T—1) = AU”. 
Mettons 


U= k,kl; 
une decomposition queleonque de (p.) pourra &tre representede par 
T+1 = 5h.0.%, 


T—1 = h.R.T, 
ou l’on a fait 


Q = a,.4,,.4,..@, R = a,.a;.a;...a;,, W+Y =N, 
et il en re&sulte 

r 2 
OF—Rl = —- 
h 

Si y ou w etait zero, la decomposition en question fournirait 

ri 2 
ee > an et "5 


et il est Evident que A ne peut 6tre que 1 ou bien 2. Or comme la de- 
composition de T’’—1 en deux facteurs T+1 et T—1 qui ne different que 
de deux unites, ne peut se faire que d’une sewle maniere, une seule relation 
d’une des formes suivantes doit &tre verifice *). 
(1) OQWF-Rl = + 
2) Ok-Rl = 
(3.) K—-AU = +1, 
(4) K-AU = +2, 
(5.) "—Ak = —l, 
(6.) "—-Ak = —2. 


*) Legendre, Theorie des Nombres, 3'®me ed., Tome I, p. 66. 
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Mais quelque hypothese qu’on puisse faire sur la forme paire ou impaire 

de ! et k, les &quations (2.), (4.), (6.) n’ont jamais leurs premiers membres 

de la forme +2 et —2; l’equation (3.) doit &tre exclue par la raison que 
=T, y=U est la solution minima de l’&quation donnde 


z2’—-Ay = +1; 


done, il ne reste que (d.) et (1.), et pour celle-ei on devrait avoir 


ae an 
Dein 


Supposons & present » impair, et en m&me temps aucun ou seulement un 
des restes 

| [9 

258 a?’ 


a 

a 

er) /a,\ 
a 











. . . | —: } 
}) \ A, /? 


DM 
(eo) 





egal A +1, alors les deux expressions 


IWE.5 


ne sont jamais egales a +1; il ne reste Sa que (d.), c’est-A-dire 
P-AK = —1, 


relation qui devra &tre satisfaite; nous aurons done le 
Theore&me: Soiert a, @, Az, ... a, differents nombres premiers 
= 1 (mod. 4) et aucun ou seulement un des restes ().) egal a +1; lequation 


? 2 
—4,.4..d...4,y9 = —1 


est toujours resoluble quand n est impair. 
Supposant »= 3, on obtient un des theoremes de Dirichlet (M&moire 
susdit, p. 659). 
Considerons A present le cas olı plusieurs des restes (A.) sont positifs; 
en decomposant A comme pr&ecedemment en deux facteurs Q et A, et en 
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faisant usage du symbole de Jacobi, supposons qu'on ait 


FR 
\ 2) +1, 


alors une &quation de la forme 
RE—OQOu = +1 
pourrait &tre satisfaite. 
Considerons premierement l’&quation 


Rr’—-QOuwW = +1; 
comme Q et R sont composes de facteurs premiers de la forme 4m-+-1 
u devra &tre pair, c’est-A-dire u = 2“. h..h,.h,...h,, ou h. lv, ... h 
facteurs premiers impairs, et en faisant usage du symbole de Legendre 


on aura: 
- Ar) = ie 4 Pi? -)- Bu et, 
(eat 2n) -% a 


re). = 


et en vertu de la loi de reeiprocite on obtient 


Er en ar = +1, 
So ee 


CHE n auch 


et en multipliant on en tire: 


(7) a ‚h,.h,. h,.h,. a) (a =) a 


Or si l’on observe que si R contient un nombre pair y facteurs premiers 
—=5 (mod. 8), on aura 


sont des 


I 


+, 











et apres 





DEI D- 
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Si au contraire il en contient un nombre impair, on a necessairement 
„= 2 (mod. 4), et par consequent « =1, et dans ce cas il vient: 


He )- (dd + 


Dans tous les cas on pourra &erire 


(8.) e Yu )z Yu -)(E di ( y% (iz rar tee, r), 


et en multipliant membre A membre a et (8.), on aura 
u u u (ag tag +: +ag —y) 
9. VEREINE EN, 
D’un autre cöte il En de FR a proposee 
Qu’ = —-1+Rr, 


et en Elevant successivement le premier et le second membre aux puissances 
HKa;—1), Ha;,-1), ... +(@; —1), on obtiendra facilement 


Te 
o IE 


CH) = ne”, 
et en multipliant membre & membre et tenant compte de (9.) nous aurons 
Q 
(10.) >) (-- -) “ ee) = +1. 


D’une maniere analogue la ee de l’autre &quation 
Rr!’—-0Ou = —1 

















demontrerait que 


az 


et nous pourrons concelure que si les deux &quations 
RE—Qw = +, R’—QuW = —1 


sont possibles, les conditions (10.) et (11.) devront necessairement &tre 
satisfaites; nous aurons done le 


Theoreme: Si plusieurs des restes (1.) sont positifs et (-, -) = +1 ou 
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0.R=A, si nous avons en oulre 


/2 Q 0) 0 
= ) ( Az, ) ( Q5, ) r ( ei = 1, 

R R R R 
=, ( a,, ) Er ) Bi = ) Rt 


2 2 
T —4,.42.403...0,% = —1 





alors l’equation 


est resoluble. En donnant A r les valeurs 2 et 3, on obtiendra des theoremes 
dus A Dirichlet (M&moire susdit, p. 658, 661, 662). 


Ill. 
Considerons maintenant le cas olı dans l’&quation 
z—-Dy = — 
le nombre D eontient, outre des facteurs premiers = 1(mod. 4), aussi le 
facteur 2. Pour ce cas Dirichlet (M&moire susdit, p. 652 et 655) &nonce 
les deux theor&emes suivants: 
1. Si A est un nombre premier = 5(mod. 8), alors lequation 
x —2Ay = —1 
est toujours resoluble. 
2. Si A est un nombre premier = Y(mod. 16), et en meme temps 


DAN — _1 (mod. A), 
Fequalion 


est toujours resoluble. 

En designant par a, @, @, ... a,, differents nombres premiers 
= 5 (mod. 8), on a le 

Theor&me: L’equation 

x — 2a, .4,.4,..4,y = —l, 

ou n est impair, est toujours resoluble lorsque les restes ().) sont tous posi- 
tifs; et elle le sera egalement si n est pair, pourvu que les restes ().) soient 
tous ou positifs ou negatifs. 

En posant A=a..a,.a,..a, et en indiquant par @=T, y=U la 
solution minima de l’&quation 


x’ —-2Ay’ = +, 
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nous obtiendrons 
(T+1)(T—-1) = 2AU’, 


et comme T est impair, U sera pair, c’est-A-dire U=2"”.f.g, m &tant un 
entier positif et f et g des nombres impairs, et nous pourrons &erire 


(T+1)(T-1) = 2"t,A.f.g, 
et en mettant, comme pr&ec&demment, A= 0.R, nous aurons 
(F) (T+1)(T-1) = 2”t'.Q.R.f..g. 

La decomposition de (F.) ne peut se faire que des manieres suivantes 

(T+1) Fran er, 2" Of, 2m Af”, 2f,, 20f’, 2Af,, 

(T—-1) == 2Ag', 2Rg‘, 2g', 2°” Ag’, 2" Rg’, 2m" g’ 
parce que les deux nombres T+1 et T—1 n’ont que le seul facteur commun 
2, done il n’y a qu’une seule des six relations suivantes 


( 1.) rm ug na Ag’ Zum +1, (4.) fl - 92m—1 Ag’ + 1, 
(2.) 92m—1 OP—Rg’ BE +1, (5.) 2"Rg—OQf & —l, 
(3.) g— 21 Af un —1, (6.) 2m? — Af ven —1, 


qui devra &tre satisfaite.e Avant tout je demontre que dans ces rela- 
tions, il faut avoir absolument m = 1; car autrement aucune delles ne 
pourrait &tre satisfaite. En effet, supposons m >1, alors f et g etant 
impairs, leurs carres sont = 1(mod. 8), done les premiers membres de (1.) 
et (2.) sont = —1(mod. 8) ou = 3(mod. 8); dans (3.) le premier membre 
est = 1(mod. 8), et la relation (4.) ne peut &tre satisfaite, puisque, si elle 
l’etait, il faudrait avoir 
f-2A@2”".g” = +, 

ce qui est impossible parce que e=T, y=U est la solution minima de 
l’equation proposde 

x —2Ay' = +; 
il ne reste done que (d.) et (6.); (6.) exigerait 


Ed 


relation impossible, parce que a, = 5(mod. 8), et (5.) exigerait 


2mAR\ (m /R 
( TE ‚GH 

















e’est-A-dire 
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ce qui est impossible, puisque si » est impair, le produit 


£ a5, ) (%) u; 3 ) 
‘du A, A, 


a tous ses facteurs positifs par hypothese; si au contraire » est pair, le 
premier membre de (5.) est, si » est impair, = 3(mod. 8), et si w est 


pair, on a 
Ba = es ) a ( 2+) — +1: 
As, Au, A, R A., ‚ 


done necessairement m=1. Mais quand m=1, les relations preeedentes 
deviennent 





1)  2f-Ag = HH, (4)  f-2A = +, 
(2) 20f-Rg = +, 5) 2R®-Of = —1, 
G)  g-2Af = —I, (6)  2g’-Af = -I; 


et d’entre celles-ci (4.) doit &tre exelue parcee we 2=T, y=U est la 
solution minima de l’&quation donnde 

x" —2Ay = +. 
Quant aux eing relations qui restent, on observe que, si » est impair, (1.) 
et (6.) ont les premiers membres = —3(mod. 8), et (2.) et (5.) exigeraient 


(2-1, (2-1 


ce qui est contraire A l’hypothese; par consequent il ne reste que (B.). 
Si au contraire » est pair, (6.) a le premier membre = 1(mod. 8), (1.) exigerait 


Ogen 


et (2.) et (9.), si © est impair, ont les premiers membres = —3(mod. 8), et 
si w est pair, on devrait avoir 


)=-1 ()=-1 


ce qui est contraire & ’hypothese; dans tous les cas il ne reste que 
g-24f = -1, 
comme nous voulions demontrer. 
Supposons enfin » impair et les restes (4.) tous egaux & —1, et en 
outre les facteurs premiers de A tous de la forme 8m’+1, dont un nombre 
impair de la forme 16m’-+9, alors, comme pr&c&demment, on obtient la 











168 F. Tano, sur quelques theoremes de Dirichlei. 


serie des relations: 


A) Pf = +, a) Peg = Hl, 
(2.) 2" 'OP—Rg' zu +1, (5.) 2"'Rg— Of Fa —1, 
B)  H-PAf =, CaEBEL 7 27 | DRZERE 


ot m peut ätre l’unit€ ou bien un entier superieur & l’unite. Supposons 
dabord m =1, alors, en vertu des hypotheses faites ci-dessus, (2.) et (5.) 


donneraient 
2ZR 20 
= +1, IH 
ce qui n’a pas lieu, parce que les facteurs premiers de A sont de la forme 
Sm’ +1, et pour cela 
GH 


il est Evident que (4.) et (6.) ne sont pas possibles, et il ne reste que (3.) 
et la suivante 





6)  2f-Ag = H. 


Mais en observant que g est impair, mettons g sous la forme g.g'.g 
ou g, 9, 9, ... sont des nombres premiers, on aura 


2 2 2 
eh ee eh 
par consdquent g, 9’, 9’, ... devront avoir la forme 8m’+1, done 
g’ == 1(mod. 16), et (@.) deviendra 


16m, +2 — (16m,+9) (16m; +1) = 1, 
relation absurde. 
Soit maintenant m > 1; parmi les six relations pr&cedentes (1.), (2.), 
(4.), (5.) sont evidemment impossibles, et il ne reste que (3.) et la suivante 


(6.) 2m Ig’— Af’ Pr —1, 


' n rm \ ! 2 ı . 
et en posant g=9.9.9 ..., 0U 9, 9, 9 ,... sont des nombres premiers, 


nous Aaurons 
=+H Gt Met .e 


HN nm=H 


savoir 
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et par la loi de reeiproeite 


DHL, DID-(Z)=H, 


et en multipliant on obtient 


IV ZW HH BABIES Y 
(H) ( Renz) I) = +: 


\a, a, n 
mais (6.) donne 
2 — —1+Af, 


et en @levant le premier et le second membre successivement aux puissances 
1(a,—1), *@—1), 4+a;—1), ... +(a,—1), nous aurons 


HE)-ı HH9)=-1... )E)- 1 


et en multipliant et tenant compte du r@sultat (H.) on obtient 


2 BT EBn 2 
—) a) (a) ) = Hl 
a, 4 d, 4 a, 4 A, 4 


comme eondition necessaire lorsque (6.) est satisfaite; nous pourrons done 
enoncer le 

Theor&me: Si A se compose d’un nombre impair de facteurs premiers 
de la forme Sm-+1 parmi lesquels il y en a un nombre impair de la forme 
16m'+9, si en outre les restes (}.) sont tous egaur ü —l et quon ait en 


Sea 
a, 4 a, vn a, 4 An d 


x—24,..0..4;,...0,49 = —1 


meme temps 


1 


alors lequation 


est resoluble. 
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Ueber eine Determinantenbeziehung in der Theorie 
der Differentialgleichungen. 


(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 





\ 
Sind Y%, Yo »». 9. Funetionen von x, so ist bekanntlich der Diffe- 
rentialquotient der Determinante 





’ 7) en, 2 E 
(1.) D = 14x Yan Yı ++. yY | ne 
dureh die Determinante 
dD | J " n—? n 
(2.) En Ye de 4 @=1,2%,3,...n) 
Ur 
ausgedrückt; sei nun 
/ = r—1 r+1 ) -1.2 
8) Dein we | Ba, 


worin die Verticalreihe der rten Ableitungen fehlt, so kann dieselbe in die 


Form gesetzt werden 
/ | BERN. - Ia,(r+1) (r+?2) (rn) | aus r—1) | am 1, 2 3... uf‘ 
(4.) D, uns + |Y Yyr ... 4% I Yn-r+u Yn-rtu *** Yu ( )» 


u=1,23, 3... r 


und es wird daher nach (2.) 





Mi — (r+1) r+2) (n—1) (vr +H1)] | ' (r—1) 
dx BE =+|y, y. ... 4 y, I Yn-r+u Yn-r+tu ... Un-rtu 


r+1) r+?2) en)! | Per (r—?) (r) 
+2+ly! y\ .e.. y\ BER Yn-ı 7 YUn-r+u get 


BL HE 20 rs 
aope U | ’ 


(d.) 


\ 
N 





oder wie unmittelbar zu sehen 


dD ! r—? fr r+1' n) | 
en... RAY... 


| + u III 
der Differentialquotient von D, besteht somit aus der Summe zweier Deter- 
minanten, von denen jede aus D, hervorgeht, indem man die Ableitungen 
der Elemente vor der Lücke (der rten Verticalreihe) und diejenigen der 
Elemente der letzten Verticalreihe um eine Einheit erhöht. Daraus folgt 


@=1,23..0) 


(6.) 
\ / 
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aber sogleich, dass nach (2.) 
= Be 
A) ran 


d’D | | | 
Ei Rn) „a2 „o—) m) 
dr’ Bi Iy: Yu ++. Y. Y. Y. Y: 

! n—) n— n+] ! ' n—? n-+2) | 
+21. 9% 2. 0? ne EP, gi. gend yet 
u. 8. w. ist, und von dieser Darstellung der höheren Differentialquotienten 
einer Determinante (1.) wollen wir nunmehr einige Anwendungen auf die 
Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen machen. 

Sei die Differentialgleichung 
(m) nen (m—1 m—?2 ! 
9) New" PH Hp HPnY 


gegeben, und ein Fundamentalsystem von Integralen mit y,. %. ... 9, be- 
zeichnet, so sind, wenn 


n—]) 


an 7 Re Sn and 


(8.) 


10.) D=\y u...” D=-Dly yo. ed et... ger] 


(x =1, 2, 3, .... m) 

gesetzt wird, die Coefficienten der Differentialgleichung durch die Ausdrücke 
bestimmt 

D, 

Bi 

woraus bekanntlich die Liowvillesche Relation 

12) D= ce“ 

unmittelbar folgt. Zerlegt man nun D nach der letzten Horizontalreihe, 
so folgt: 


3 A Du au 





(m—1) u" (m —?) (m—2) |, (m—3) „(m—1)| 
Yn Y. Y. ne. Y: u 'Y. Y, no Y, Y, | 
‘ (m—3 ) n—%#) m—?2 N 1) | 
(13,) Hy ya... ge ge? gr Do @enas..men 
| m—1 ! " (m-1)I __ „Jpidi 
Dre I ee, 
und setzt man 
(14) Di = 9 9... | WERE 


so folgt aus dem oben bewiesenen Satze mit Benutzung der Differential- 
ie (A 
gleichung (9.) 


" dD, ER u 
a hu et 
d’D, ! m—4 m—?2 Mm — 
(16.) | de? [2 Ya rn. Y. "wi ai (#=1, 2, 3, 1) 
| +| q' (m—3) Bm-1).L MdL... 4 ve | 
%x Y. “2 u PıY%. P:Y. | Pn-ı9 p Y.| 
oder 


| d’D, x 
(17.) au = Y, Y. er y, 


+ 


+2, au dD, 
er er I+p, *r +p,D;; 
28” 











172 Königsberger, eine Determinantenbeziehung bei Differentialgleichungen. 


hieraus wiederum dureh Differentiation 





d’D, | ! n—5 Mm—: m— Mm— 
RE a 
(18.) : 
; ; +2: d’D, | ’ 2 dD, ' ! \ 
rePpı de’ +(pı+p:—Pi) u +(Pp; —- PM P—P;)D,, 


u. s. w., so dass also allgemein für jede in der Relation (13.) vorkommende 
Determinante die pe statthat 


( 1) ’ "7 d" -e—1 D d"—o —D 

ON E. ! u (0+ IM— a 273 Bi! 1 | 

(19.) 'Y, Y, PEN Yr y Y, | a dato! +P,, de" -0—?2 N; ‚Dı, 
x=(1,2,3,...m-ı) 


worin Ps Pas +++ Pu-g-ı, ganze Funetionen von PP, Pa »-. Pu. und 
deren Ableitungen sind, die kein von diesen Grössen freies Glied besitzen. 
Setzt man die Werthe dieser Determinanten in (13.) ein, so erhält man eine 
Beziehung von der Form 





dw-1D, =D 
Yı. ( et +Pio 2:53 + +P,_10D,) 
\ d _ d"—3D | 1 | 
(20. — ( a +P, re ++ +P,._1 D,)+ 
u? a1(m—?) dD, (m—1) Y Janis 
tyn"—, +9m  Dı = Ce 


von der ich einige Anwendungen machen will *). 
Sei die lineare homogene Differentialgleichung mter Ordnung eine 
binomische 
@1) = pu9; 


so erhält man wegen y =p=-=p,„,=0 für ein Fundamentalsystem 
von Integralen aus (19.) für 


(22.) D, = Y, y, ... yu“ -2) | (==, 2, 3, ... ml) 
*) So wird für die Differentialgleichung 
y' = pp +Pp,y'+P,Y: 
wenn 
D, = Y, yı 
Y, % 
gesetzt wird. 
7 ' dD pıd: 
Y; D.—y,- + 9%, (55 nr, a -p,D,) = Ce}! h 


sein, und somit, wie en Differentiation dieser Gleichung und Elimination der Ex- 
ponentialgrösse folgt, D, ein Integral der homogenen linearen Differentialgleichung dritter 
Ordnung 

d’D „. d’D REN dD 
a tPI=P pP), tm pr +p)D, = 0. 
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die Beziehung 


> 0- o+1 (m—1 A 
(23.) Y. Y), ... y% Y y, a % Y: | ui drM—eo-—! a tech ’ 
und die Gleiehune (20.) eeht in diesem Falle in 
» \ ‚5 
l"-!D ‚d""”D „d"->D 0 
(24) yu- y- + yh- ad Fun 0 


dx 


dr"-! dx" dx 


über. Differentiirt man nun diese Gleichung, so erhält man, wie unmittelbar 
zu sehen, mit Benutzung der Gleichung (21. 


u. d“D, 


(25. en 
\ / dr” 


= (—1)"p.D, oder pn =(—1, dx 


:D.. 


oder es ist D, ein Integral der Differentialgleichung 
26.) "= -U"puy; 
wir erhalten somit den folgenden Satz: 
bezeichnen yı, Y:, --: Y. ein System von Fundamentalintegralen der 
linearen binomischen Gleichung 
Zi.) "= Pad; 


so besteht zwischen den Fundamentalintegralen und deren Ableitungen stets die 


Beziehung 

/< \ f r ! (?n- 2) er 

(28.) |Ye Ya ++ %% = GH TRITT N: (u , 
worin &,, ... C,, Constanten bedeuten; sind jedoch yı, Y» - : - Yan, die Inte- 


grale der binomischen Differentialgleichung 


/s ( \ (in 1 1) —— 
29.)  y = PanrıY; 
so ergiebt sich 


(30.) 4x Y, ne aa = NT Nat tr Manz EEE 


| ’ 


WERNn N, Mrs ++. Mn. ein System von Fundamentalintegralen der binomischen 
Differentialgleichung 
- \ RER 
(31.) 7 ai —Pon+ı) 


und &,, &, ... &,,, wiederum Constanten darstellen *). 
1 / +1 } 


*) Zu dem zweiten Theile dieses Satzes mag bemerkt werden. dass man durch 
die 2»-+1 möglichen Zusammenstellungen der Integrale ya. Yu. --: Ya,, aus 9. 
Y53 ++» Yans Y2n+ı zu der Determinante 


' ’ ar), __ | 
Ya, Ya, :-- Ya, = 5, (#=1,2,3,... 2m 


2n+1 Integrale der Differentialgleichung (31.) erhält: aus der Determinante 


! (?2n)| Y 
Pa TE: 


(> 1, 2, 3, ... 2n-+1) 
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Sei z. B. die binomische Differentialgleichung dritter Ordnung 
BY. rm RE 
(32) y" = -3V422y, | 
deren Integrale 
Vi _ayı 
y= a /ijoor, „=. =a’h 
leicht gefunden werden, so werden in der T'hat 
! ! 9 1 ! ! er 35 /ı Re L 
yyyy ana, yy-yyı=m=—3/te log 
Vi 


b 


' ’ 1 
YyYyYyıyı = ME 
drei Fundamentalintegrale der Differentialgleichung 


(33) n" = 2Ylen. 


Die Gleichung (28.) liefert zugleich für alle linearen binomischen 
Differentialgleichungen paarer Ordnung eine algebraische Beziehung zwischen 
ihren Fundamentalintegralen, welche offenbar von der stets gültigen 

Yy. y, Yy, ..s yeı| = 6 («=1, 2,3, ... 2), 
deren Differentiation ein der Null identisch gleiches Resultat liefert, ver- 
schieden ist. 

Aber wir können nunmehr, nachdem der Inhalt des obigen Satzes 
durch eine Determinanteneigenschaft entwickelt worden, den Beweis des- 
selben noch in anderer Weise führen und werden dadurch zu Betrachtungen 
anderer Art geleitet. 

Bildet man eine lineare homogene Differentialgleichung (2»r—1) ter 
Ordnung, welche als Fundamentalsystem von Integralen y,, %:, --- Y»-\ be- 
sitzt, indem man die Coeffiecienten P, durch den Ausdruck (11.) bestimmt, 


f$ In—1 2n—?) In—3 
(34.) y‘ ’+P;y‘ pP, y“ 4 4 ZUR y- HP ıY . v, 
und bestimmt Q als Function von x derart, dass 


ergeben sich ferner nach Gleichung (24.), wenn D, = Hr„+ı gesetzt wird, und dann statt 
D, die obigen Determinanten substituirt werden, 


n (!n—1 k (2n—?) (? 
Yanzı HS, testen: Be Tr ty Han = y Ca+1; 
en 2n—1 2n—?) 
Be HS, — Yan Hi. +W Y% Bu er) Han = Cy,, 
ne» en) _ „une 1) 4 > _ £ + yı Ey, uam C, 


als ice zwischen _ Integralen der girtie binomischen Gleichungen unpaaren 
Grades, Relationen, die durch Zusammenstellung der binomischen conjugirten Gleichungen 
auch ähnlich wie die spätere Beziehung (49.) hergeleitet werden können. 
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l Ä | 
| z THAT HRNT HH +Puny + Pu-ı% 


oe n—1) +P, y' "pP ‚y“ ). Br BR) y) = QV 
noch das fehlende Integral y,, hat, also die Differentialgleichung 2»ter Ord- 
nung (35.) das Fundamentalsystem der Gleichung (27.) hat, so wird (39.) 
mit (27.) identisch sein müssen, und es werden sich somit die Beziehungen 
ergeben 


(36.) 


(35.) 


(P.+0=0, PA+QP+PR,=0, P+0P+P,=0, ... 
| u Pe AO --p,. 
woraus durch Einsetzen des Werthes von Q aus der ersten Gleichung das 
System von Gleichungen folgt: 
(37) IP,=-P,ı+P,P, P;= -P4 PıP.. u 

| RR U © ih AREA 5 RUE TIRE 
wir behaupten nun, dass 
BB) > Pie 


ein Integral der Differentialgleichung (27.) ist. Bildet man nämlich y', 


Y,... 9°”, so folgt, wie leicht aus (37.) zu ersehen, 
. JPıdx 7} .* > —/Pıda a > , A ia 
39.) | y=-—Pıe a 94 =-P;e 
94, pr (2n—2) (P.da (a—ı) > (P,da (2n) /Pıda 
= P; n ? e : “ Y =zZzZ-—_- I In—1 e > Y pP e : a 


und daher 


y = PuY; 
da nun vermöge (34.) 

) ihrer? = ce (@=1,2,3,... 2-1) 
ist, so ergiebt sich der oben durch (28.) dargestellte Satz unmittelbar. Aber 
aus dem eben gegebenen Beweise folgt eine wesentliche Ergänzung des 
obigen Satzes; setzt man nämlich die durch (38.) und (39.) gegebenen 
Werthe von y, y', y', ... 9” in (34.) ein, so folgt 
EP. a+PPo-PP.s+:- =? P.P.+=-V"'P,P,_ 

u PM FR 
identisch gleich Null, also ist (38.) oder die Determinante (40.) schon ein 
Integral von (34.) und somit 


2n—? 


(41.) Yy, y, ...  Fadid == G Yı ray rt Oon-1Yn—ı (#2 =1, 2,3, ... 22 —1), 
und daher das «,, des Satzes (28.) gleich Null; wir können also den ersten 
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Theil des obigen Satzes jetzt genauer so aussprechen: 
Bezeichnen Yı, Y2> --: Yon_-' 2n—1l Fundamentalintegrale der linearen 
binomischen Gleichung 
yo Pd; 
so besteht zwischen diesen Fundamentalintegralen und deren Ableitungen stets 
die Beziehung? 


! 


EP Y. er. = a yı + op+'+0%._1Yen-ı 12,3... 20-1), 
in welcher &,, 0, ... %,_, Constanten bedeuten. 
Bildet man (34.) analog mit den Integralen y,. %, ... Y,, die Diffe- 
rentialgleichung 


(42) ym+Py" PHP y” PH +P,oy+P.y = 0 


I 


und bestimmt Q als Funetion von x wieder so, dass 
| d 


dx 


9 HP y@P+Pye 94... +P, 


In—1 


y-+-P.,,y! 
(43.) 4 


+0" + PR y+Ry "++ Pocy+Payl = 0 
das noch fehlende Integral y“”*" hat, so wird (43.) mit (29.) identisch sein 
müssen, und es werden sich wieder die Beziehungen ergeben 
> BEN: I | | Le 
(44.) IP+Q=V0, +0P,+P,=0, a I 
jr | a ER OP;,,_,-+ Pr mn Ö, P;.,+0OP., = — Panz+i 


oder 
(45.\ |P,=-P+PP, PR=-P+PP, ... 
3 je P,, en —Pa-+ P, AR P,„—P: P,, ... — Pan +1® 


da nun wieder aus (33.) die Beziehungen folgen 


Bi > - /Pıdx 2. URER — /Pdx (?n—-1) _ — [Pıdx 
(46 \ y en Be ‚e . Yy —— P,e . ae Ze Y ’ — —P.,_,e D 
Ze | (?n) > „u JPıde (?n+1) —[Pıdz 
Y = P,,e 2 . Yy : nu; —P2n+1®@ ’ 
so wird 
(4) ya) = pn: 


also der zweite durch (30.) ausgedrückte Satz bewiesen. 
Es mag endlich noch bemerkt werden, dass für die binomische 
Gleichung 
48.) yt = py 
unmittelbar für zwei Fundamentalintegrale y, und y, eine Reihe von alge- 
braischen Beziehungen zwischen diesen und deren Ableitungen sich ergeben: 


da nämlich aus (48.) 


yy—yyi Se () 
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folgt, und 
(? I zo: n—1 (2n—1) (?n—1) In— I)\ 
Yyyı yyı“ = ——(yıyl FIT), 
4 | TER 
(? —!) (rl) __ (a! .(2n—2 (2n—2)\  (2n—?2)  _(2n—?2)\ 
eye), 
—?2) ,,(n+? (n—?2 Ag —? +1 (n—? n+1) n+1) (n—1) 
n yS“ I-yl yo Ro e= Geyer y P inch —y| y )— (ye-! yS —y! ‚ 1 
d 


ref +1 —1 . 1 (n- n 
yi Iys" IN" year) Pr. 15% (yY" u) — —yN" 49) 


sich ergiebt, so liefert die a te dieser Gleichungen 


d In—1 n—1 n—?2 ' 2n—? ' d | | In—5) n— 
ir yyi )— —, Ci u 777 I 9 yi”) 
(n—1), (n -1) „(N __ 
Ey) = 0 
oder durch Integration 
(n—1 ' 2n—?) A !n —3) n— n 
(49.) ia ße PR + Hi - . a 
| @n-)| (2n—2 " (2-3)| | n- 7 
Yy N » Sp 9 a 


und ähnliche Relationen aus der Verbindung je zweier anderen partieulären 
Integrale; mit Hülfe dieser Beziehungen kann durch Transformation der 
Determinante 

Un 4x Yu | = C 
wiederum das oben gefundene Resultat hergeleitet werden *). 

Wie man mit Hülfe der allgemeineren Gleichung (20.), gerade so 
wie es mit Hülfe von (24.) für binomische Gleichungen geschah, für lineare 
Differentialgleichungen überhaupt algebraische Beziehungen zwischen den 
particulären Integralen und deren Ableitungen herleitet, soll hier nicht weiter 
erörtert werden. 

Zu den am Anfange dieser Note eingeführten Determinanten mag 

*) Dass dieser Satz auch für andere als binomische Differentialgleichungen gelten 
kann, ist klar; so wird für jede lineare Differentialgleichung mit constanten Üoefficienten 
Ye) HA yr dA y I Hr + A, y + Any — 


für welche die Lösungen der Gleichung 
"A, 4" 1 A,A 2... +An-ıd +4, = 0 


mit A, Ay 22. Ani, Am bezeichnet werden, die Determinante (14.) die Form haben 
Aut u n—? A x „  —f{A4, : 
\e"*" Dr U ze e"’| = C.e (Ati )e @=1,2, 3, ... m), 
und wenn somit z.B. A, =0O und A„= —4, ist, so wird die Determinante selbst wieder 


ein Integral sein. 
Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 2. 23 
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noch bemerkt werden, dass, wenn man mit Festhaltung der Reihenfolge 
der Indices die Determinante 


, 


(50.) Iyi" (n,+1) (m,+?) N mit (er ya... ”) 


Y, Yx ... Y, 
«=(1, 2, 3... 
- bezeichnet und festsetzt, dass in dem nachfolgenden Producte sich stets die 


mit Indices versehenen y symbolisch zu einem nach wachsenden Indices 


geordneten Produete (yPyY"...y, ”) multiplieiren, während die Produete 
von y ohne Index sich zu einem y obne Index vereinigen, dessen Ableitung 
die Summe der Ableitungsindices der einzelnen y war, die allgemeine ho- 
mogene lineare Differentialgleichung »ter Ordnung 


(51.) mp y + y" + +p,.y+Pp,Y = 0 
sich in die Form setzen lässt: 


52) MI NHNRI RI) HN) I. 
Definirt man nun y, als eine r-fache Lösung der Differentialgleichung, 
wenn dieselbe die Lösungen 


Yı, IYı, zyı, ee ey 
besitzt, so lässt sich aus der Zerlegungsform unmittelbar ablesen, dass dann 
y, eine (r—1)-fache Lösung der Differentialgleichung 
(83) ay" HR -Hpay"”+R-Ypy" "+ +2pnytp.-y = 0, 
eine (r-—2)-fache Lösung der Differentialgleichung 


54) na — 1)y" ”+HRn—1)n—2)py””+-+2p,_.y = 0 
ete. sein muss, und indem man die Operation der Aufsuchung des grössten 
semeinschaftlichen Theilers auf die symbolische Form (52.) überträgt, kann 
man genau wie bei algebraischen Gleichungen die in diesem Falle re- 
duetible Differentialgleichung (51.) auf eine lineare homogene Differential- 
gleichung mit nur verschiedenen Lösungen zurückführen, ihre Discriminante 
bilden ete. 

Da es zum Zwecke der Herleitung von algebraischen Beziehungen 
zwischen particulären Integralen und deren Ableitungen für lineare homo- 
gene Differentialgleichungen nach den obigen Auseinandersetzungen häufig 
wesentlich sein wird, die Differentialgleichung entweder auf eine binomische 
zurückzuführen oder eine Anzahl von Gliedern aus ihr herauszuschaffen, so 
mag hier nur noch zur Analogie mit der Tschirnhausenschen Substitution in 
der T'heorie der algebraischen Gleichungen bemerkt werden, dass, wenn 
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auf die Differentialgleichung 


(55) Harry Hy + +p.-y'+p.y = 0 
die Substitution 
(6.) z2= w 
angewandt wird, worin «# der linearen homogenen Differentialgleichung erster 
Ordnung genügt 
57) w+Fu = 0, 
dieselbe in 
58) 23 +P3"?+P3" +... +P,3 = 0 


übergeht; wenn 
s= 7% 


gesetzt wird, worin U ein Integral der linearen homogenen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 


59) U'-MU- op = 0 

ist, dieselbe in 

60.) 29 +P,a"”+P3"? +P,3 9 +. +P,3 = 0 
übergeht u. s. w. Will man dagegen aus (55.) das erste und zweite Glied 
zugleich herausschaffen, so sieht man leicht, dass in der Substitution 

(61) z = uy+oy 

die eine Gleichung in ihrer Ordnung unabhängig von der Differentialglei- 
ehung (55.) lautet 

(62.) RD rn (ut) +(p+pi+p)v =, 
während die zweite « und o bestimmende Differentialgleichung z. B. für 
n=3 die Form hat 


u(3u —p 0 —mpu—3p0 +p,pe — po +e")—ve(u —3pPV — po — p;u+p,p3%) = 0, 
jedenfalls führt von da an die Bestimmung der Functionen « und » auf 
Differentialgleichungen höherer Ordnung als die der vorgele 
gleichung. 


sten Differential- 











Berechnung der krummen Oberfläche und des körper- 
lichen Inhalts eines Kugel-Ausschnitts zwischen zwei 
beliebigen, die Kugel und einander schneidenden 
Ebenen. 


(Von Herrn E. Czuber in Brünn.) 


En 52. Bande dieses Journals hat Crelle eine Lösung des in der Ueberschrift 
bezeichneten Problems mitgetheilt mit der Bemerkung, dass der Gegenstand schon des- 
halb mathematisch interessant sei, „weil er ein Beispiel giebt, dass von einer ungemein 
einfachen Aufgabe die Auflösung und die Endergebnisse recht verwickelt sein können“. 
Am Schlusse lässt er es dahin gestellt sein, „ob vielleicht noch auf einem kürzeren 
Wege zu den Endergebnissen zu gelangen sei“. 

Die Aufgabe lässt in der That eine einfache elementare Lösung zu. 

Die Oberfläche des Ausschnitts kann nämlich als algebraische Summe von zwei 
sphärischen Kreissectoren und zwei gleichen sphärischen Dreiecken dargestellt werden, 
welche sich ergeben, wenn man aus den sphärischen Mittelpunkten der beiden den 
Ausschnitt begrenzenden Kreise nach den Ecken des Ausschnitts die sphärischen Radien 
zieht und die genannten Mittelpunkte durch einen Grosskreisbogen verbindet. 

Der körperliche Inhalt ergiebt sich als algebraische Summe dreier Kegel mit dem 
Mittelpunkt der Kugel als gemeinschaftlicher Spitze; die krumme Oberfläche und die 
beiden Kreissegmente, welche die Begrenzung des Ausschnitts als Körper ausmachen, 
bilden die Grundflächen dieser Kegel. 

Wir stellen die Formel für den Inhalt nochmals her, weil sie in der eitirten 
Abhandlung Crelles durch ein Versehen entstellt ist, das sich pag. 189 1. ce. eingeschlichen 
hat und bei der darauffolgenden Anwendung der Formel auf einige specielle Fälle nicht 
aufgedeckt werden konnte; sie lautet in etwas veränderter Anordnung der Glieder 


K— ‚h(c’e—2ch’— eh’ )Yr’—e — eh’ 











3(e’+h?) 
1 h(c+e)(h’lc+e)’—3r’(e+h?)) © PR An 3 h’—ce —] 
3(e’+h 23 Ve? +h?yr’—c?—nh? 
(reiten 
— r—h Ir h arc 0: er + —— 1 -. 
u , ib Enter Hay = 
während dort im dritten Gliede arccos a Zr steht. 


Yr’—c’— h’ 











Zur Theorie der Fuchsscehen Functionen. 
(Von Herrn Ludwig Schlesinger.) 





Die merkwürdigen und interessanten Funetionen, welche zuerst Herr 
Poincare zum Gegenstande einer selbständigen T'heorie gemacht und als 
Fuchssche Functionen (fonctions Fuchsiennes) bezeichnet hat, scheinen be- 
rufen, in der Analysis eine so wichtige Rolle zu spielen, dass es wohl nicht 
überflüssig sein dürfte, die Definition dieser Funetionen zu versuchen, indem 
man von Prineipien ausgeht, welche sowohl von jenen, die Herrn Fuchs auf die 
gedachten Funetionen geführt, als auch von denen, welche Herr Poincare seinen 
bewundernswerthen Arbeiten zu Grunde legte, wesentlich verschieden sind. 

Durch eine von Herrn Fuchs, meinem verehrten Lehrer, im Winter- 
Semester 1885/86 an der Berliner Universität gehaltenen Vorlesung *) zur 
Beschäftigung mit der Theorie der Fuchsschen Functionen angeregt, war 
es insbesondere die Leetüre der $$ 16, 17 von Herrn Poincares Arbeit 


“##), die mich veranlasste, für die Er- 


„Sur les groupes des equations lineaires 
zeugung der in Rede stehenden Functionen einen ähnlichen Weg einzuschlagen, 
wie ihn Gauss in der Abhandlung ‚‚Determinatio attractionis etc.“ ***) und in 
den nachgelassenen Fragmenten über das arithmetisch-geometrische Mittel F) 
für die elliptischen Funetionen vorgezeichnet hat, nämlich die funetionale Be- 
ziehung, als deren Umkehrung sich die Fuchsschen Functionen ergeben, durch 


einen Grenzübergang aus einer algebraischen Beziehung herzustellen FfY). 





*) Ueber die Darstellung der Functionen, welche durch Differentialgleichungen de- 
finirt werden. 
**) Acta Mathematica Bd. IV S. 197— 311. 
***), (Tesammelte Werke Bd. III Ss. 352—355. 
T) ibid. S. 461 ff. 
11T) Nach einem Gesichtspunkte, welcher aber von demjenigen, der mich in der 
gegenwärtigen Arbeit geleitet hat, vollständig verschieden zu sein scheint, hat neuerdings 
auch Herr Schapira im 1. Heft des IV. Bandes N. F. der Verhandlungen des Natur- 
historisch-Medicinischen Vereins zu Heidelberg eine Verallgemeinerung des Algorithmus 
des arithmetisch-geometrischen Mittels unternommen. 
Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 3. 24 
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Im Folgenden habe ich dieses Prineip zur Herstellung jener speciellen 
Klasse Fuchsscher Funetionen angewandt, welche in der Terminologie von 
Herrn Poincare der „deuxieme famille“ und einem „type symetrique“ an- 
gehören; es wird aber die hier befolgte Methode auch auf die allgemeinsten 
dieser Functionen erweitert, ja auf Funetionen mehrerer Variabeln übertragen, 
auch bei jenen Funetionen mit Erfolg angewandt werden können, welche 
Herr Fuchs *) als Umkehrungsfunctionen der Integrale von Lösungen homo- 
gener linearer Differentialgleichungen definirt hat. 

Nachdem in Nr. I die als Ausgangspunkt dienende algebraische 
Function erklärt worden, wird in Nr. II gelehrt, wie aus dieser, durch eine 
Art von Iteration eine unendliche Folge algebraischer Functionen hergeleitet 
werden könne, deren Grenzwerth eine funetionale Abhängigkeit liefert, von 
der in den Nummern Ill, IV gezeigt wird, dass ihre Umkehrung eine Fauchs- 
sche Function der erwähnten Art sei. In Nr. V werden dann einige auf 
diese Funetion Bezug habende Sätze entwickelt und endlich in Nr. VI der 
Zusammenhang angedeutet, welcher unsere Methode mit der Transformations- 
theorie der Fuchsschen Funetionen verknüpft. 

Den Inhalt der Nr. V habe ich bereits in den Berichten der ungari- 
schen Akademie der Wissenschaften veröffentlicht **). 


I. 


A,, As, ... A,, seien » beliebig gegebene reale Grössen, so dass 
A,<A,ı #=1,2,...r»—1); wir construiren über der Ebene einer com- 
plexen Variablen x die wie folgt beschaffene Riemannsche Fläche T. 

Es bestehe T aus »-+1 Blättern, welche wir der Reihe nach mit den 
Marken 0, 1, 2, .... » versehen wollen, Verzweigungspunkte seien 2 = A,, 
A;, ... A,, und zwar mögen sich im Punkte A, die Blätter 0, #, «+1 für 
z=1,2,...n—1, im Punkte A, die Blätter 0, », 1 verzweigen, so dass das 
Blatt 0 in jedem, irgend ein anderes Blatt jedoch nur in zwei benachbarten 
der Punkte A,, A,, ... A, eine Verzweigung erfährt. Führen wir Ver- 
zweigungsschnitte längs der realen z-Axe zwischen den Punkten A,_,, A, 





*) Vergl. Abhandlungen der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 
Bd. XXVII; dieses Journal Bd. 89 S. 151 ff. 


**) Vergl. Mathematisch-naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn Bd. VI. 
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durch die Blätter 0, x, für z=2, 3,...n, vom Punkte A, über den un- 
endlich-fernen Punkt hect A, durch die Blätter 0, 1 und heften längs des 
Schnittes (<—1,x), der die Punkte A,_,, A, verbindet, die obere Hälfte des 
Blattes 0 an die untere des Blattes #, die untere von O0 an die obere von 
z; dann wird, wenn wir von irgend einem Punkte des Blattes 0 ausgehen, 
ein einfacher geschlossener Umgang um A, diesen letzteren Punkt dreimal 
umkreisen, und zwar werden wir nach der ersten Umkreisung in das Blatt z, 
nach der zweiten in das Blatt +1, nach der dritten in das Ausgangsblatt 
0 gelangt sein; x durchläuft dabei die Werthe 1, 2, ... »n, und es ist für 
z=1, #-1=n, für z=n, z#+1=1 zu nehmen. Jeder der Punkte A, 
auf diese Weise ein doppelter Verzweigungspunkt, zu welchem der drei- 
gliedrige Cyklus (0,%,x+1) gehört (der zu A, gehörige Cyklus ist (0,», 1)): 
die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte ist also gleich 2». Indem 
wir die Riemannsche Formel *) 


w—2N = 2(p-]1) 


ist 


anwenden, erkennen wir, da in unserem Falle @ = 2n, N=n-+J1. dasp=(, 
d.h. unsere Fläche T einfach zusammenhängend ist. 

Zufolge der Riemannschen Existenztheoreme **) giebt es stets eine 
Funetion y von x, welche innerhalb T eindeutig, nur an einer beliebig vor- 
geschriebenen Stelle dieser Fläche von erster Ordnung unendlich, sonst aber 
allenthalben endlich und stetig ist. Diese Function y genügt ***) einer irredue- 
tiblen algebraischen Gleichung (»+1)-ten Grades mit in x linearen Coeffi- 
cienten, zu deren vollständiger Bestimmung wir noch über drei willkürliche 
Constanten zu verfügen haben }). Sei y irgend eine solehe Funetion und 


5 


(1) 2a) = z(B, c+C,)yt = 0 





*) Riemann, Gesammelte Werke (Leipzig 1576) S. 107. 
**) jbid. S. 97— 100; vergl. auch: €. Neumann „Vorlesungen über Riemanns 
Theorie der Abelschen Integrale“ (zweite Auflage Leipzig 1584), S. 255 fl.; S. 355—471. 
***) Riemann, Gesammelte Werke S. 101. 


T) Ich hätte es wohl gewünscht, die algebraische Function y von x, welche die 
Grundlage der ganzen folgenden Untersuchung bildet, nicht nur unter Zuhülfenahme der 
Riemannschen Existenztheoreme, sondern rein algebraisch zu definiren. Eine solche alge- 
braische Bestimmung der in Rede stehenden Function ist zwar auf S. 185 angedeutet, es 
dürfte jedoch Schwierigkeiten verursachen, von dieser Bestimmung ausgehend den Nach- 
weis zu führen, dass jene Function sich wirklich auf die angegebene Art verzweigt. und 
dass dieselbe, von drei Constanten abgesehen, auch eindeutig bestimmt sei. 


24* 
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die y definirende Gleichung, dann ist x rational in y und folglich *) jede 
andere Function y eine lineare Function mit constanten Coefficienten von y, 


ay-+ß 

m — ad — Av> 

J yy+6 ? PZN, 

in welchem Ausdrucke auch die drei willkürlichen Constanten in Evidenz 


gesetzt sind. — 





Die Diseriminante der Gleichung (1.) in Bezug auf y ist: 
I) = Bur+ly I 2", 2), 


x=0,1,2,..n 
wo y” die zum Blatte x von T gehörige Wurzel von (1.), 2’ die nach y 
genommene erste Ableitung von 2 bedeutet; es ist also 4(x) eine ganze 
Function 2»-ten Grades von x und andererseits eine ganze homogene Form 
2n-ten Grades der Coeffieienten w, = B,c+C, (2=0(,1,2,3,...»+1) der 
Gleichung (1.). Sei A, der gemeinsame Werth der Zweige y, y®, y«+» 
im Punkte = A,, dann ist: 


DB (h,, A) 
B(h,, A) = 
D'(h,, A,) =, 


wo 2" die zweite Ableitung von ? nach y bedeutet, und daher, in der von 
Herrn Kronecker eingeführten Schreibweise: 


I) =0 (mod. g(e)), 


0, 


0, («=1,2,..n) 


I 
I 





NZ 
end — () (mod. 9(&)), (v=0,1,2,...n+1) 
ow, 

wo 
9) . su ‚@ A,); 


da aber: 


also 


Freie (mod. g(z)), 
so folgt: 


(2) Io) = eg(@)), 


*) Riemann, Gesammelte Werke S. 112 ff. 
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wo c eine von z unabhängige Constante. — Wie leicht einzusehen, ist ferner 
22, 224 re 
( 04 ha ) 2 (| 4 z. BE h“: t Ya —- u, — I 
2 ze. er Br * ’ 
Ow.OWr,z=A, Ow,0W,,’ z=4, 
also: 
0°?4 
= dw ER dw, 
3 h.= zu | 
B 7 Ber (u,r,=U, 1, 2,...n+l), 
( ) T 0°’ | 
Ow,Ow, A, 


Aus dem invarianten Charakter der Diseriminante folgt, dass diese, ab- 
gesehen von einem von x unabhängigen Factor, für jede y-Funetion die- 
selbe, und zwar gleich const. g(z)’ sein muss, umgekehrt lässt sich aber auch 
leicht übersehen, dass durch Angabe der Diseriminante allein die Function y 
bis auf drei willkürliche Constanten vollkommen bestimmt ist. — Betrachten 
wir nämlich die B,, C, als Unbekannte, so ist 4(x) offenbar eine ganze Func- 
tion 2»-ten Grades von x, deren Coeffieienten homogen in jenen 22»-+4 Un- 
bekannten sind; vergleichen wir also zu beiden Seiten der Gleichung (2.) 
die Coefficienten gleich hoher Potenzen von x, so erhalten wir 2»-+1 Glei- 
chungen, aus welchen die 2»-+4 Grössen B,, C, als Funetionen der A,, 
A:, ... A, und dreier unbestimmten Parameter bestimmt werden können. 
Dass diese Bestimmung bei willkürlich gegebenen Werthen der A,, A,.... A 
auch stets und nur auf eine Weise möglich sei, braucht nieht erst besonders 


n 


nachgewiesen zu werden, da ja die Existenz der Funetion y als eindeutiger 
Function in der Fläche T, die nur an einer Stelle von erster Ordnung un- 
endlich ist, nach den ARiemannschen Existenztheoremen als feststehend an- 
gesehen werden kann. Bezeichnen wir im Folgenden die conjugirte einer 
complexen Grösse a durch a’, dann ist offenbar die Diseriminante der 
Gleichung 

3 (B,o+0,)0"-*' = (0 

v- 
gleich c’g(x)’ und mithin 
ay+ß 
yy+ö ' 
wo a, 5, 7, 0 wohlbestimmte Zahlen, deren Determinante @&d—/y von Null 
verschieden ist, bedeuten. Wir können folglich vier Zahlen 4, u, v, o stets 
so bestimmen, dass Jo—ur>(0 und 
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y+u 
vy-+g 


einer Gleichung 
n+i 
(4) Pi, = s (B,ce+C)y"”"=0 


Genüge leistet, wo die B,, C, reale Grössen sind, und es ist klar, dass 
alsdann auch jede lineare gebrochene oder ganze Function von y mit realen 
Coeffiecienten die gleiche Eigenschaft besitzt. Im Folgenden betrachten wir 
stets solche Funetionen y, welche Gleichungen mit realen Coefficienten ge- 
nügen, und behalten für dieselben alle früheren Bezeichnungen mit Hinweg- 
lassung des Ueberstriches bei; wir können alsdann noch über drei reale, 
willkürliche Constante verfügen. Aus der Realität der B,, C, und aus 
Gleichung (3.) folgt, dass auch die Werthe h,, welche y“”, y, „+ im 
Punkte A,(z =1, 2,...») annehmen, real sind, und da, wenn A, nicht unend- 
lich gross ist in der Umgebung von z= 4,: 
5) y= htar(a— A) +9 (a A,)i-+---, 

wo 

a) 1% dey 


Tal aaa, 
so folgt ferner, dass sämmtliche Coefficienten der Reihenentwickelung (5.) 
reale Grössen sind. 





5 
’ 





Setzen wir: 
z—A, = 0,(608p,-+ising,), 
u = or (cos +isin I), 
w, Fa ob (cos EI ae — {sin rs 
a, = o: (cos BI ar +isin t®), 
ferner: 


u ee Rn 
! 3 
= Zur, = Zutof, = Zdoyr, 
u=V) i u—) 3 u=V) 


wo a” —=h, zu nehmen ist, so sind ®,,, %,, ®,, nichts anderes als die in 
einer gewissen Reihenfolge genommenen y'”, y”, y“*”, Diese Reihenfolge 
festzustellen soll unsere nächste Aufgabe sein. 

Bezeichnen wir mit r,.;,. eine reale Zahl, für welche 


A, BE N „++1 < Azzı 
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mit r,, eine reale Zahl, die entweder kleiner als A, oder grösser als A, ist, 
dann ist, wenn r,,,, innerhalb des Convergenzkreises der Reihe (5.) gelegen, 
= für diesen Werth von x, folglich o,, real, e,,, v,, eonjugirt complex, 
dagegen y,=n für einen innerhalb dieses Convergenzkreises befindlichen 
Werth r,_ı., also o,, real, v,,, ®,, eonjugirt complex. Ist nun 2=b ein 
realer nicht singulärer Werth, für welchen der Zweig y“” den realen Werth 
P annimmt, so sind in der, in der Umgebung von 2=b gültigen Reihen- 
entwickelung 


ya = B+B(e-b)+B(E-b+--- 


alle Coefficienten real, und folglich wird y“ für alle Punkte der realen 
x-Axe, welche von 5 nicht durch einen der Verzweigungspunkte getrennt 
sind, reale Werthe annehmen. Demnach ist 


für z = r,sHı Ya real, 9,, O5 conjugirt complex, 
%412 real, ©, 9,43 eonjugirt complex, 


«=1,2,...»n; für <=» ist <+1=1 zu setzen). 


Da zum Verzweigungspunkte A, der Cyklus (y”y9y) oder kürzer 
(0,2,%-+1) gehört, so müssen zwei der Zweige o,,, ®%,, ©, unter den ®,.,., 
%+123 %;13 enthalten sein. Sei, um die Ideen zu fixiren, <= 1, dann sind, 
da für e=r,, die Zweige v,, © reale Werthe liefern, die folgenden Com- 
binationen möglich: 

1) %ı = Un, 

2) % = ty, 9a = tu, 

3) %ı = ty, 93 = 0 

Im Falle 1) ist entweder v,, = y“ oder ve, =y“’; wäre 2, =y", so 


©, und da y“” 


hätten wir = y”, %3 = y, =. > y”, %: = ym, U = Yy 

unter den Zweigen »,,, %,2, ®,; vorkommen muss, 9, = 9. =y, 1. =y”, 

v;=y", da aber y“” auch unter den sich in A, verzweigenden Wurzeln 
enthalten ist, folgt allgemein: 

0 2y+? 

2,17 y‘  %2, 411 = y' hc 


(2v) Oyr12 he y“ v=0,1,2%,..), 


2,2 m 
_ a@r-+i) | _ 4@r-+i 
U, = y‘ ie %,413 = y‘ dl 
es müsste demnach » eine gerade Zahl sein, was, da » ganz beliebig gewählt 


werden konnte, einen Widerspruch involvirt. Derselbe Widerspruch tritt 
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auch für die Annahme »,, =y“” zu Tage, es ist also der Fall 1) überhaupt 
bei Seite zu lassen. 

Im Falle 2) führt die Annahme 90, =y” zu 2, = y”, vı=y", 
%ı3 = tn =y”, 0% =y®), v0, =y“”, was nicht sein kann, da der zu A, ge- 
hörige Cyklus nicht (032), sondern (023) lautet; die Annahme #,= y" 
hingegen ergäbe 9; = y”, %,=y'’, d.h. für A, den Oyklus (021), während 
derselbe doch (012) ist. 

Im Falle 3) ist die Annahme »,, = y“”, aus welcher 2; = y”, 0, = y", 
also für A, wieder der Cyklus (021) folgen würde, unzulässig; es bleibt 
also schliesslich als einzig mögliche Combination 


1 2 ls 
my", =, my, 


und allgemein: 


©, = yr, U. = gr U. > y, (x =1, 2, ... n—1) 


m=yr, my", 0 =y”, 
welche von jedem Widerspruche frei ist und folglich die thatsächlich be- 
stehenden Verhältnisse wiedergiebt. 

Hieraus folgt, dass die algebraische Gleichung (4.) so beschaffen 
ist, dass für einen Punkt e=A, ihre sämmtlichen Wurzeln real sind und 
dass einem Punkte z=r,,;,, eomplexe Werthe von y“” und y’*”, dagegen 
reale Werthe aller übrigen Zweige entsprechen A=1,2,...n; für =n, 
ist +1= 1 zu nehmen). 

Um nun auch über das Vorzeichen des Coeffieienten von i in den 
einzelnen Zweigen der Function y orientirt zu werden, beachten wir, dass, 
wenn x = u+vi gesetzt wird, der Coefficient von ö in y'”, als stetige Function 
von a, v, sein Vorzeichen nur beim Durchgang durch die Null zu ändern 
vermag. Nun ist aber 

SC, y—t+! 


x - = “Tr VG 
zB, ;, 43 





und da die B,, C, reale Grössen sind, kann y‘” nur für reale Werthe von 
x real sein; irgend zwei x-Punkte, deren Coefficienten von ö dasselbe Vor- 
zeichen haben, können durch einen eontinuirlichen Zug verbunden werden, 
der die reale Axe nicht durchschneidet; folglich ändert der Coeffiecient von 
i in y(” sein Vorzeichen nicht für alle z, deren Coefficient von © dasselbe 
Vorzeichen besitzt. Setzen wir, wenn e=a-+bi eine complexe Grösse ist: 


a=Rle), b=Ko), 








a 
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und, nach dem Vorgange von Herrn Kronecker, für eine reale, von Null 
verschiedene Grösse r 
R 


son? = = A S0 V=U, 
—. modr +1 5 


Nehmen wir für die Folge an, dass die zur Bestimmung von y noch dis- 
poniblen drei reellen Constanten so gewählt seien, dass für ein bestimmtes 
x, dessen sgnJ(r) = 1, auch das zugehörige sen J(y’) = 1 sei, dann ist für 
jedes x der oberhalb der realen Axe gelegenen Halbebene (kurz, oberen 
Halbebene) sgn J(y'”) = 1, und diese Forderung zwingt die drei reellen will- 
kürlichen Constanten nur einer. Ungleichung Genüge zu leisten. Gehen 
wir nun von einem Punkte der oberen Halbebene des Blattes 0, d.h. mit 
dem entsprechenden Werthe von y“’ in econtinuirlichem Zuge dureh einen 
Punkt r,_,, nach der unteren Halbebene, so geht J(y") stetig über in Jy"). 
ohne die Null zu passiren: folglich ist für sgenJ(r) = —1. senJy)=1. 
z=1,2,...n. Gehen wir wieder in continuirlichem Zuge etwa dureh 
einen Punkt r,,., in die obere x-Halbebene zurück, so ist für den Passirungs- 
punkt r,,;, der Werth von y'” real, d.h. Jy”) = 0, und J(y'”) setzt sich 
stetig fort in J(y'”). Sollte nun beim Durchgange durch r,,.,. Jy) sein 
Vorzeichen nicht ändern, so müsste die stetige Function © = J(y'”) von 


a und e in r,,., ein Maximum oder Minimum haben. d.h. es müsste für 


“,2r 


u=rf...n 2=0 sei: 


= Ar) Ar) 
, — ), - — (): 
ou OU 
aber wenn a" = NR(y'”) gesetzt wird, ist: 
ou) ori) ori) ou”) 
er IE De or 
r “ dy\*) ou)  , or“) wr 
es würde also für e=r,,,, auch = Ki verschwinden. was 
2 dr ou OU 
nieht möglich ist; also ändert J(y) sein Vorzeichen, d. h. für sgnJ(x) = 1 
haben wir senJy) = —1, z=1,2,... n. Ebenso schliessen wir, dass für 
senJa) = —1 sei sen J(y) = —1, während sich für einen Punkt r =r,_,,. 
sgn/(y) = 1, senJy) = —1l(2=2,3,...n) und für = r,. senJ(y")=1, 


sen J(y’) = —1 ergieht. 

Um von der Abbildung der Riemannschen Fläche T auf die y-Ebene 
eine klare Vorstellung zu erlangen, beachten wir, dass die den einzelnen 
Blättern entsprechenden y-Gebiete durch die der realen z-Axe entsprechen- 
den y-Curvenstücke begrenzt und von einander gesondert werden. Was 
die Gestalt der der realen z-Axe entsprechenden Curve. die wir kurz als 
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Realitätscurve bezeichnen wollen, anlangt, können wir Folgendes feststellen. 
Sei y=m-tmi, 

ZB,y"" v(y)= Wil, vı)tiprka, di), 

PR ehe = —o(y) = — (U, v,)—ip,(Ü, v,), 


also 
Y%+1P, 
v+tiy, ’ 
dann ist die Gleichung der Realitätsceurve: 
(6.) Fan, v)= pm =0. 
Für eine singuläre Stelle dieser Curve müssen nebst der Gleichung (6.) 
auch noch die Gleichungen 


BB = 


AR Van APR 
on, od, 
befriedigt werden; aber mit Rücksicht auf die partiellen Differentialglei- 
chungen, denen die g,, , W,, %, Genüge leisten, ergiebt sich 
OF og, Oy, ow Op, 


0 


— Le — be ni ra ) 

ou, ou, Y: ou, Ye ou, Pi ou, Yı, 

oF on , + oY, f | Oo, BER OP; 17 

« ng en rm N /Y) n > 

ou, ou, > ou, ou, r ou, r 
und daher 

oF OF ow, f OF oF ow | 

. — 4. ——-—2Hu.08) — 44 — rk —3HKu.0,)_— 
oP(y, x) Yo Pa ou, (u, 9) ou, reymı ou, Try or, (2,01) On, ) 


singuläre Punkte der healitätseurve können also nur solche Werthepaare 
#,, c, sein, welche Verzweigungsstellen der ARiemannschen Fläche T ent- 
sprechen. Umgekehrt sind die sämmtlichen den Punkten = A,, A,,... A, 
entsprechenden y-Werthe auf der Realitätseurve gelegen; folglich ist für 
eine Verzweigungsstelle von T, wo also 


op 
P(y,c)=0, — =, 
Bar” 
die Gleichung (6.) befriedigt und daher für den entsprechenden Curvenpunkt: 
OF OF 
uU = — UV) — m = () 
Pi ov, Y ou, : 
OF oF 
y' r 2 n BE , 
AI Ou TYP op, 


sofern also nicht einer der Punkte A,, A, ... A, im Unendlichen gelegen 


ist, nothwendigerweise 
n 7 en 7 
"BEN LOR ) 
. > Ip — (0) 
N or, Fr ou, 
und demnach 
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oF oF 
- zu 0, - => ), 
OU ou 


l l 
d.h. es entspricht jeder Verzweigungsstelle (A,,h,) von T auch wirklich 
ein singulärer Punkt der Realitätseurve. Nun ist aber für = A,, y=h, 
auch noch 


== U), 


woraus ferner folgt. dass in dem entsprechenden Punkte der Realitäts- 
curve auch 

Be Sen: 57 ng 

OU; ou, ot, od, 
d.h. die Curve besitzt daselbst einen dreifachen Punkt. Nun muss aber 
F(u,,e,) den Factor e, enthalten; nach dessen Absonderung resultirt also ent- 
sprechend jeder Verzweigungsstelle von T ein Doppelpunkt mit zwei ditie- 
renten Tangenten, welche sowohl mit einander als mit der realen y-Axe den 
Winkel = einschliessen, da sich die entsprechenden z-CUurvenstücke in den 
Punkten A, unter dem Winkel r schneiden und die sich in A, verzweigenden 
y-Zweige in der Umgebung von 2= A, nach Potenzen von (x—A,)' ent- 
wickelbar sind. Wir bezeichnen im Folgenden mit g, bezw. q, jenes Ge- 
biet der y-Ebene, welches dem oberhalb bezw. unterhalb der realen Axe 
gelegenen Theile des Blattes z (für z=0,1,2,...») entspricht. Die für den 
Fall 2a=5 eintretenden Abbildungsverhältnisse finden sich dann in der bei- 
stehenden Figur versinnlicht. 


N 














NE N/ ' 
“U. Se Se 


IR Y, 


VR 
In Bezug auf den Affect der Gleichung (4.) wäre noch zu bemerken, 
dass die Monodromiegruppe derselben jedenfalls die » dreigliedrigen eykli- 
schen Substitutionen 
1 — v, u 2), S, — (dv, 4 3). 
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1}  _ \-1 
une El) 


ist, und sämmtliche Produete von Potenzen dieser Substitutionen enthält. Aus 
den (»—1) Substitutionen s,, 8, ... s,_, lässt sich aber jeder beliebige drei- 
gliedrige Cyklus von (»-+1) Elementen componiren *); denn sind 4, u, 
irgend drei verschiedene der Zahlen 0, 1, .... n, so dass A>u, A>r, 80 
hat man 


V 


(4, u, v) = (0, v, A)(0, A, u) 
und 
DE rein 


(v, V, )) = $,_ı9, 200.8, 419, 


die Monodromiegruppe der Gleichung (4.) enthält daher jeden dreigliedrigen 
Uvklus und ist folglich nach einem bekannten Satze von Cauchy **) ent- 
weder die symmetrische oder die alternirende Gruppe. Die erstere kann es 
nicht sein, da eine einfache Transposition (4, «) nicht darstellbar ist als 
Produet von Potenzen dreigliedriger eyklischer Substitutionen; folglich be- 
stimmt im Rationalitätsbereiche = die Gattung der alternirenden Functionen 
der Wurzeln den Affeet der Gleichung (4.), und in der T'hat sahen wir, 
dass die Diseriminante, aiso das Quadrat einer alternirenden Function der 
Wurzeln, gleich dem Quadrate einer rationalen Function von x ist. 


Il. 

Wir wollen nun aus der in der vorigen Nummer behandelten alge- 
braischen Gleichung mittelst eines Verfahrens, welches wohl als eine Art 
von lIteration bezeichnet werden kann, eine unendliche Reihe anderer Glei- 
chungen ableiten und, nachdem wir die durch dieselben definirten alge- 
braischen Funetionen diseutirt haben, nach dem Grenzwerthe fragen, welchem 
diese Funetionen bei fortgesetzter Wiederholung jenes Iterationsprocesses 
zustreben. 


Die in Nr. I definirte algebraische Funetion y von x hängt bis auf 


drei reelle, durch eine Ungleichheitsbedingung beschränkte, aber sonst will- 
kürliche Constanten einzig und allein ab von der Zahl » und den » realen 
*”) Verel. Kronecker: Monatsberichte der Berliner Akademie 1819 S. 210. 


*®) Vergl. z. B. Serret: Lehrbuch der höheren Algebra übersetzt von Wertheim 
(Leipzig 1878) Bd. II, S. 240. 
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Grössen A,, A;, ... A,, wir können daher füglich setzen: 
n+1 


u S(e; A,, A,, nr A,). 


7 


Bilden wir nun den folgenden Algorithmus 
n24ı+1 ! 
Anm verein 
wo 4 die Reihe der positiven ganzen Zahlen, von O0 angefangen, durchläuft. 
y, eine complexe Variable, », eine ganze Zahl >2, al”, a‘, ... al” be- 
liebig gegebene von einander verschiedene reale Grössen mit der Bedingung 
L) (A=1,2. 


die Reihe der nach der Grösse geordneten 


a), > a” (z=1,2,...n,—1) bedeuten, wo ferner n,,,=n;(n 
0) 


n, +1 


und endlich a”, a”, ... a 


4 (7 


realen Werthe ist, welche y, in den Punkten y,_, = a"), a ”, ... a 


’ 


annimmt. 
Wir bezeichnen analog wie in Nr. I mit y\, jenen Zweig der Fune- 
tion Y,;, von 9,, welcher in jedem der Punkte ai”, @, ... a‘) eine Ver- 


zweigung erleidet, mit y\%), denjenigen. in welchen y/, übergeht, wenn y 
einen einfachen Umgang um a‘ vollzieht; dann ist 
für sgn/y)=1h send) h S)i)=-l, 
für sgn/y)=—h sen)yi)=—L senJy) = 1 
(x 1, 2, ... 02213) 
und für einen zwischen a‘? und a‘), gelegenen realen Werth von y,, 
senJlyi,,) = 1, sgnJ(y',) = —1l. während alle übrigen Zweige von y;,, 


für diesen Werth von y, real sind. Aus der Gleichung 


ir +1 \ 
IN \ wer » /pU+1) LAlA+ IN „Mar ri_ 
(2.) F,..(Y; H Y)= ZZ (b; Yırc, JYızı UV, 
j} () 


welcher y;,, als Function von y, genügt, ergiebt sich y, als rationale Func- 
tion mit realen Coefficienten von y;,,; es ist demzufolge auch y, durch y,,, 
rational mit realen Coefficienten darstellbar. Als Funetion von y, aufgefasst 
genügt also y, einer algebraischen Gleichung 


(2.) F; Y: Yu) .. (bb y,+ cl a I, 


u 
; 
vom Grade v, = (n,+1l)r,_, = M(n,+1), in welcher die bY, ec reale 
ul 


(Grössen sind. Die Verzweigungspunkte dieser Gleichung sind y,= al”, 
as), ... a‘, und zwar fallen in jedem derselben 20, einfache Verzweigungs- 
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punkte zusammen, wo 
d,= 3 N@:—-1)+1 PERrR. 
i+l xl n, 

Die Funetion y, von 9, ist durch den Algorithmus (1.) bis auf drei 
reale, durch eine Ungleichheitsbedingung beschränkte, aber sonst beliebig 
wählbare Constanten bestimmt, obwohl scheinbar bei jedesmaliger Anwendung 
der Iteration drei neue reale Constanten hinzutreten. Man erkennt nämlich 
leicht, dass diese neu hinzutretenden Constanten sich mit den früheren derart 
vereinigen, dass die Anzahl der willkürlich bleibenden Grössen nicht ver- 
mehrt wird. Zu diesem Ende verfüge man über die ersten drei Constanten 
etwa so, dass drei beliebigen Werthen von y, drei willkürliche Werthe von 
y,, über die nächsten so, dass drei willkürlichen Werthen von y, drei eben- 
falls willkürliche Werthe von y, entsprechen; dann heisst das offenbar nichts 
anderes, als drei willkürlichen Werthen von y, können drei willkürliche 
Werthe von y, beliebig zugeordnet werden, wobei jedoch die erforderlichen 
Realitäts- bezw. Ungleicheitsbedingungen stets zu beachten sind. 

Die Diseriminante 4,(y,) von Gleichung (2.) ist eine ganze homogene 
Funetion 2(r,—1)-ten Grades der Üoeffieienten, also eine ganze Function 
eben desselben Grades von y, und folglich 


N; 35 
€ - vn y (NO, 
8) Ay) = A Hy—ay) ", 
MT 


wo ec, eine von 9, unabhängige Grösse bedeutet. 

Diese Form der Disceriminante genügt allein schon zur Bestimmung der 
Gleichung (2.), beziehungsweise der Function y;; denn betrachten wir die 
2(v,+1) Grössen db, c/’ als Unbekannte, so sind die Coefficienten der 
nach Potenzen von y, geordneten Diseriminante 7,(y,) homogene Functionen 
dieser Unbekannten, und wenn wir zu beiden Seiten der Gleichung (3.) die 
Coeffieienten der mit demselben Exponenten behafteten y,-Potenzen ver- 
gleichen, so erhalten wir 2r, Gleichungen für unsere 2v,+2 Unbekannten 
b), ce’ und den ebenfalls unbekannten constanten Factor e,; diese Grössen 
bestimmen sich also als Funetionen der af”, a”, ... al” und dreier unbe- 
stimmt bleibenden Parameter, und wir wissen, dass der Eliminationsprocess 
stets ausführbar sein muss, da die Existenz der Funetion y, von anderer 
Seite her erwiesen ist. Ist y, eine solehe Function, so ist jede andere als 
linearer Ausdruck mit constanten Coefficienten von y, darstellbar, wodurch 
auch die drei willkürlich bleibenden Parameter in Evidenz gesetzt sind. 
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Dass y, in der That nur bis auf drei willkürliche Constanten bestimmt ist, 
kann überdies auch durch Riemannsche Formeln bestätigt werden. Die 
Anzahl der in einer algebraischen Function enthaltenen willkürlichen Con- 
stanten ist nämlich *) 
oe = 2m—-p-+l, 
während **) 
w—2n = 2(p-—]); 
in unserem Falle ist 
n»=1l 0 =2n0, n=»,, 

also p=0, 0=3. 

Ueber diese drei Constanten kann so verfügt werden, dass die Grössen 
N, c‘’ reale Werthe annehmen und dass für einen bestimmten in der oberen 
Halbebene gelegenen Punkt y, irgend ein bestimmter Zweig von y, eben- 
falls einen positiven Üoeffieienten von ö erhält: es bleiben alsdann noch 
drei reale Constanten, die einer Ungleichheitsbedingung zu genügen haben, 
zu unserer Verfügung. Bei geeigneter Wahl jenes Zweiges ist die so de- 
finirte Funetion y, mit der durch den Algorithmus (1.) bestimmten völlig 
identisch, wir haben also auf diese Weise für das durch Iteration erzengte y, 
eine indepedente Definition gewonnen. 

Unter den Wurzeln der Gleichung (2.) soll diejenige als Hauptzweig 
y%’ bezeichnet werden, welche aus yÜ entsteht, wenn wir in Gleichung (2) 
Y;_, durch y;,, d.h. im Algorithmus (1.) jedes y durch das entsprechende 
y“ ersetzen, und es seien AP, h%’, ,.. bh’ die Werthe von y“” in den Punkten 
a)’, a‘, ... al”; diese Werthe sind, wie überhaupt sämmtliche den Ver- 
zweigungspunkten entsprechenden Werthe von y,, reale Grössen, und in der 
Umgebung von y,= a“ gilt die Entwickelung 


0 
> o 


1 


/ 


zA y z (( )\ 3 
re; (Yu, ) — 


yi er. hi?’ +a,(y,—aX”) 
wo die Üoefficienten «@,, @, ... real und «, von Null verschieden ist. 

Sei T, die v,-blättrige einfach zusammenhängende Riemannsche Fläche, 
welche, über die y, Ebene ausgebreitet, die Verzweigung von y, versinn- 
lieht; wenn sich dann ein Blatt von T, um den Punkt a“ windet, so muss 
das Gleiche auch in einem der benachbarten Punkte a”, oder a“), geschehen: 


*) Riemann: Ges. Werke S. 101, 113. 
“), jbid. S. 107. 
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die Verzweigungsschnitte verlaufen deshalb zwischen je zwei aufeinander- 
folgenden der Punkte a”, a{”, ... al”, und zwar wollen wir uns dieselben 
stets längs der realen Axe gelegt denken. Unter den Blättern von T, finden 
sich alsdann solche, für welche die reale Axe in ihrer ganzen Länge Ver- 
zweigungsschnitt ist, und die zu diesen Blättern gehörigen Zweige von Y, 
nehmen für jeden realen, nicht singulären Werth von y, eomplexe Werthe 
an; dies gilt für jeden Zweig, der in der Umgebung eines jeden der Punkte 
a’, as’, ... a,’ mehrdeutig ist, insbesondere (und zwar für alle Werthe 
,=1,2,...) für den Hauptzweig y‘”, beziehungsweise für das demselben 
entsprechende Blatt von T,, welchem letzteren wir im Folgenden die Marke 
0 beilegen wollen. 

Allgemein ergiebt ein Zweig von Y, für die Punkte eines Theiles 
(ala, }),) der realen y,-Axe dann und nur dann complexe Werthe, wenn 
dieser Theil in dem den betreffenden Zweig repräsentirenden Blatte von T, 
als Verzweigungsschnitt fungirt. 

Bilden wir die Fläche T, auf die y,-Ebene ab, so entsprechen den 
oberhalb, beziehungsweise unterhalb der realen y,-Axe gelegenen Hälften 
der einzelnen Blätter einfach zusammenhängende Gebiete g'”, beziehungs- 
weise g'”, welche durch Theile der Realitätscurve begrenzt und von ein- 
ander geschieden werden; auch hier hat die Realitätseurve, wie leicht ein- 
zusehen, nur in den den Verzweigungsstellen der Riemannschen Fläche T, 
entsprechenden Punkten, aber auch in jedem derselben eine Singularität. 
Die Gebiete g” und g”, welehe Abbildungen der oberen, beziehungsweise 
unteren Hälfte desselben Blattes sind, liegen symmetrisch gegen die reale 
Axe und stehen mit einander nur in den Eekpunkten im Zusammenhange, 
wenn in dem betreffenden Blatte die ganze reale Axe Verzweigungssehnitt 
ist; für Blätter, wo dies nicht stattfindet, haben die entsprechenden g“” und 
g” ganze Theile der realen Axe gemein. Das Gebiet 9, welches die 
Abbildung der oberen Hälfte des Blattes O0 von T, liefert, ist ein in der 
y;-Halbebene gelegenes Polygon, dessen Ecken die Punkte A”, KAP, ... A 
und dessen Seiten krumme Linien sind, die sich in den Eekpunkten unter 


v. 7T . 
dem Winkel ——- schneiden. 


Zi 

(sehen wir von einem Punkte der oberen Hälfte des Blattes 0 von 
T, aus und überschreiten den Verzweigungsschnitt (a/”’aÜ),), so gelangen 
wir in ein Blatt, welches wir durch die Marke (0, 4-+1) bezeichnen wollen; 
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der zugehörige Zweig der Function y, heisse yy'”'", die entsprechenden 





Gebiete der y,-Ebene g£,,,, beziehungsweise g%,,;., und wir erkennen, dass 



























g@),,;., in der oberen y,-Halbebene gelegen ist und mit > längs der Seite 


(h”hY),) zusammenhängt. Gehen wir weiter und überschreiten die reale 


Axe in einem Punkte, der einem Verzweigungssehnitte (ala ),) des Blattes 


(0, z+1) angehört, so werden wir in. ein Blatt (0, 2+1,:-+1) geführt, und 
wenn wir auf diese Weise fortfahren, werden wir nach und nach alle Blätter 
von T, passirt und mit Marken versehen haben. Der zum Blatte (0, z.. 
Zn... %,) [WO 2%, u ».. %, der Reihe der Zahlen 1, 2,.... z, entnommen 
sind] gehörige Zweig von y, sowie die jenes Blatt abbildenden Gebiete g 
und g’® erhalten die Marke des Blattes als oberen, beziehungsweise unteren 
Index, und wir können nun sagen, dass jene g”’, deren Index eine ungerade 
Anzahl, und jene g“”, deren Index eine gerade Anzahl von Zahlen enthält. 


(2) 


in der oberen, die anderen g'” und g“ dagegen in der unteren y,-Halbebene 
gelegen sind. Auf diese Weise haben wir jede der beiden dureh die reale 
Axe geschiedenen y,-Halbebenen bedeckt mit einem Netze von v, Polygonen, 
jedes Polygon ist das Abbild entweder der oberen oder der unteren y,-Halb- 


ebene, die Eckpunkte dieser Polygone liegen auf der realen y,-Axe und 


(0) (v) )) 


entsprechen den Verzweigungspunkten a}, a‘ a‘, auf der Begrenzung 
derselben ist y, real. 

Um nun in möglichst übersichtlicher Weise die Frage erledigen zu 
können, ob sich die Funetionen y, mit wachsendem i einer Grenze nähern, 


legen wir den folgenden Ueberlegungen eine lineare Funetion von y;, nämlich: 


nr, \ ) 
u “ m Fs h,) u ) 
yı—ri 


zu Grunde, wo r,, A, irgend welehe bestimmte complexe Grössen mit posi- 
tivem Üoeffiecienten von i, ferner r;, A, die zuy,=r, bezw. y,= Äh, ge- 
hörigen Werthe von y“” und (r,, %,) die mit positivem Vorzeichen genommene 
(Juadratwurzel aus dem Ausdrucke 

rn —kı.rnn—k) 

nz—h,.r, hi 
bedeuten. Es ist dann n,, ebensowohl wie y,, eine eindeutige Function des 
Ortes in der Riemannschen Fläche T,, die nur an einer Stelle dieser Fläche 
von erster Ordnung unendlich wird, und die Theorie der Funetion n, ist 
daher durch die für y, gefundenen Resultate vollständig | 
26 


» gegeben. Für 
Journal für Mathematik Bd. CV, Heft 3. 2 
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reale Werthe von y, ist modn, = 1, für sgnJ(y,) = 1, modn, <1, für 
sgnJ(y,) = —1, modn, >1 und für y, = k, der zugehörige Werth n, = x; 
real; es entspricht also der realen y;-Axe die Peripherie des mit dem 
Radius 1 um den Nullpunkt der n,-Ebene als Centrum beschriebenen Kreises 
(der im Folgenden kurz als Einheitskreis bezeichnet werden soll), der 
oberen y;-Halbebene das Innere, der unteren y,-Halbebene das Aeussere 
dieses Kreises, dem conjugirten Werthe y; von y, entspricht der harmonische 
Pol 'n, von n, in Bezug auf den Einheitskreis, und es ist bekanntlich 
1 


Pr -— - 
ir Mn | 
UE 


rYr . .. . . .. 1 
Wenn a eine complexe Grösse bedeutet, wollen wir die Grösse 'a = „7 den 


zu a harmonischen Werth nennen und diese Beziehung zwischen den beiden 
Grössen a, 'a durch das Zeichen 
a+ a 

ausdrücken. Die für y, eingeführten Bezeichnungen übertragen wir auf n,, 
indem wir überall setzen: 7 an Stelle von y, « an Stelle von a, e an Stelle 
von h und y an Stelle von g; es ist dann jedes Gebiet 7” der n,-Ebene 
die Polarfigur des mit demselben unteren Index versehenen y” in Bezug 
auf den Einheitskreis. 

Wir haben nun für2=1, 2, 3, ...., wenn mody,_, <1, modn” <1, 
mody(® >1; wenn mody;_,—1, aber n,_, nicht gleich einem der singu- 
lären Werthe «a (g=1,2,...n,), mod” <1, modr(” = 1; endlich wenn 
mod, ,>1, mody® >1, mod” <1(2<=1,2,... n,). Ferner ist für 
„„=0 auch "=0, für y„=»x, nr’ = mw, und dem realen Werthe 7, = %, 
entspricht der gleichfalls reale Werth 7, = z;. 

Sei 

+1 _ 


H, ä Te AT =) n7 —u+l es 
P,@n; M-ı) a z Bm ts )m‘ = 0 
U 


die n, als Funetion von n,_, definirende algebraische Gleichung, dann ist 


PP = 0, und wir können 5/9 = 1 voraussetzen; aus dem Umstande, dass für 
modn,=1 auch modn,_,=1 ist, folgt dann leicht 


I 0) AQ) 
Pan = Par 
*() _ AU AC) 
On, +1-u cz BE n, +19 
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also 
I,) ER 
mod; = 1, 
Be 
En +1 a 0, 


Nun ist aber: 


„VO BE 


ınıH+t]1 y 
(yat'30 m; 
i4—]1 14 'E a 


> 
\ / In, +1 


folglich für modn,_, <1, modn” < modn,_,, für einen von den Punkten 


I 


oe) (= 1,2,...n,) verschiedenen Punkt der Peripherie des Einheitskreises 


der n,_1-Ebene ebenfalls mod” < modn;_,. dagegen für modn,_, >1. 
modn$? > modn,_,.. Wenn also sgn.J(y,) = 1 oder J(y,) = 0, aber y, keiner 


der Werthe af”, a‘, ... a‘, so ist: 
1 > modn, > modn‘” > mod!” >--: 
für einen der Werthe „=a (z=1,2,...n,): 
b \ 1, 
1 = modn, = mod” = modn\” = «---: 


endlich wenn sen J(y,) = —1: 


1 < modn, < modn‘” < modn‘? <--- 


Beschränken wir also 7, auf das Innere des Einheitskreises, so sind sämmt- 
liche Glieder der Summe 
4)  (modn,— mod )+(modr!”’—modn\”)+-- ad infinitum 

für von Null verschiedene Werthe von n, wesentlich positiv, für 7, = 0 aber 
gleich Null, und die Summe einer beliebig grossen Anzahl soleher Glieder 
ist stets kleiner als modn,. Es hat folglich der Ausdruck (4.) für jedes 
N, dessen absoluter Betrag kleiner ist als 1, einen endlichen Werth S (für 
n»=0ist $S= 0) und es kann daher für ein beliebig klein vorgeschriebenes 
positives d eine positive ganze Zahl « allemale so angegeben werden, dass 
für A > u 

> (mol „), — mod” ,,,) = mod” —modn|), < 0, 

: 
wo r irgend eine noch so grosse positive ganze Zahl bedeutet. Mit andern 
Worten, es ist: 


(5.)  lim(mod/”—modri},) = 0 


»=L 


und 
lim mod»j‘? = lim mod), = modn,— 8. 


j ! J4-+17 

pe =D 
Bedeutet @, eine von Null verschiedene positive Grösse, die kleiner als 1 
26 * 
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ist, so ist für 1>mody,„> e, der Werth von lim modn‘” jedenfalls von 


Asp 


Null verschieden; es sei für diese Werthe von n, 


lim modn\” > eo >0, 


i=xX 
dann ist offenbar 
n\ Ö 
1<mod-! —n-<1+-, 
Ni-+T e 
also 
(0) 
6) 0<<log mod, <log(14- )- 
Mi+r 
Setzen wir: ®) 
= r+si, 
n\” 
log mod" — M(r, 9); arg —argn{), = N(r, 3), 
Mi+r 
so Ist: 
oM _ N ©M__ ON 
ehr a Zr ee Or 


und da dem realen Werthe „=, die realen Werthe 7” =x,, N), = %;,,, 
entsprechen, folgt hieraus: 


N(r, s) = S Te dr — = ds). 





Nun gilt aber für 
1 > o, > modn, > © 
und h’+A"<(1—o,), wenn Ah, k reale Grössen sind, die Entwickelung 


oM 


M(r+h, s+k)—M(r, s) = u Pe = k+[g), 


wo [g|, nur Glieder zweiter und höherer Dimensionen von h und % enthält; 








nach einem bekannten Satze **) ist also 
Ö 
m na “= per e) >m ed 
ar 1-0, Os 


Wir haben demnach für wachsendes 4 
. .0oM ..o0M 
lim — =lim—- =(0 
imn 97 In os 


y Naual. Poineeire; Acta Mathem. Bd. IV pag. 296; Bulletin de la Societe Mathe- 
BUT DER de France T. XI p. 117. 


**) Vergl. Weierstrass, Abhandlungen aus der Functionenlehre S. 9. 
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und folglich 


(7) lim N(r, s) = lim(argn;  —argniy.) =. 
1=T 1=ZR 
Da aber 
mod’ —n\),) = (modn\”’— modn;},) 
+[1--cos(argn; —argn)},)]2 modn;? mod), 

ist, so folgt aus den Gleichungen (D.), (7.) 

. „() Zur 

lim mod (ni? —n)),) =, 


A=X 


d.h. die Reihe 


I 
4 . (0 ()) \ 
u=V) 


iu lu+1/ 


convergirt unbedingt und gleichmässig für alle innerhalb und auf der Peripherie 
des Einheitskreises gelegenen Werthe von n,, stellt also für diese Werthe einen 
wohlbestimmten Zweig 

n” = limnf” 


2 T. 


einer analytischen Function von n, dar. 
Auf ganz analoge Weise lässt sich zeigen, dass für modn, > 1 die 
Reihe (8.) ebenfalls unbedingt und gleichmässig convergirt und also auch 


für diese Werthe von n, einen Zweig 


(0) 


/ 


(0) De > 
7. = limz 


1—x 
einer analytischen Function von n, darstellt; es ist dann offenbar 

n® + ®, 
Ob 7” und 7 zusammen einer einzigen monogenen *) analytischen Funetion 
angehören oder nicht, muss noch genauer untersucht werden; jedenfalls be- 
stimmt uns 2°”, welches wir in erster Reihe betrachten wollen, eine analy- 
tische Funetion 7 von y,, welche die Punkte y,= a{”, a‘, ... al” zu Ver- 


zweigungspunkten hat, und deren gesammten Werthvorrath wir erhalten, 
indem wir das nur in der oberen y,-Halbebene definirte 7” zunächst in die 
untere Halbebene fortsetzen und dann y, alle möglichen Umläufe um die 
Verzweigungspunkte vollziehen lassen. Die Punkte 7°” erfüllen in der 


n-Ebene ein Gebiet y,, welches als lim y{” aufzufassen und daher ein ganz 
I: 


innerhalb des Einheitskreises gelegenes Polygon ist. Die Eckpunkte von 


*) Im Sinne von Herrn Weierstrass, vergl. 1. c. 8. 78. 
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EN; 


yı liegen auf dem Einheitskreise und sind die Grenzwerthe &, &, ... 


N; 


der &9, 9, ...e für A=®, während die Seiten von y, Curvenstücke sind, 
die den von je zwei auf einander folgenden der Punkte a” (z=1,2,...n,) 
begrenzten T'heilen der realen y,-Axe entsprechen und sich in den Eck- 


. [ st . .. ® ' 
punkten e, unter dem Winkel lim = 0 schneiden, d. h. berühren. Mit der 
I=n 9° 


Peripherie des Einheitskreises bilden diese Curvenstücke den Winkel 


rı st st >. nt 
5\ -+ tt Io = ra 
> 3° B3 I 3% 2 


Ebenso ergiebt die analytische Fortsetzung von 7 eine Function 7, und es ist 
n +n. 
Für jedes endliche 4 stellt sich y, dar als rationale Function von n;: 
y = hm), 
und es ist: 
y = hm). 


An der Grenze für A =» ist demzufolge y, eine eindeutige Function von » 


— 


sowohl wie von 7 und zwar, wenn 


y = fin), 


haben wir 


y = fin). 
Nun ist offenbar 
fm) w fon): 
und da 
limn, = n 
1—=% 


ist, so folgt leicht *) 


limf;(n) = f(n) 


ZN 


und ebenso 
limf,n) = f@n), 
d.h. die Function f(n) bezw. f(n) ist der Grenzwerth der rationalen Func- 


tion f,(n). 


Um nun eingehender die Natur der aus 7” entspringenden Function 


ER er 


n sowie deren etwaigen analytischen Zusammenhang mit der aus 7” ent- 


*) Vergl. Poincare, Acta Mathematica Bd. IV S. 296. 
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springenden Function n erforschen zu können, soll in der folgenden Nummer 
eine neue Bezeiehnungsweise erklärt werden, deren Einführung sieh dureh 
ihre Anwendbarkeit auf die Theorie unserer Funetionen n, und 7 wohl 


rechtfertigen dürfte. 


II. 

Wenn die complexe Variable y, von einem Punkte 9, nach dem 
eonjugirten y, in eontinuirliehem Zuge geht und dabei die reale Axe in 
einem zwischen a“”, und al” gelegenen Punkte passirt (z=2,3,...n), so 
wollen wir dies als Operation w‘” bezeichnen; die Operation w|” bedeute 
dann den Uebergang von y, nach , unter Ueberschreitung der realen Axe 
an einer ausserhalb der endlichen Strecke (a{”a“”) gelegenen Stelle. Unter 


dem Producte 
u= 0,0...) 


[21 


verstehen wir eine Operation, welche entsteht, wenn wir erst »(”, dann wo 


u. s. w. bis endlich »&{’ anwenden, wo 2, 2%, ... #%, irgend welche der 
Zahlen 1, 2, ... », bedeuten, und wo die Reihenfolge der Factoren für die 
Bedeutung von « wesentlich ist; ferner möge 1 die identische Operation und 
a" diejenige Operation repräsentiren, welche nach # angewandt die identi- 
sche Operation liefert. Es ist dann offenbar: 


(1.) eat = (N 
und der Definition zufolge haben wir: 
(2.) Yı un 0, Yo, Not wm. 


Bilden wir nun alle möglichen Produete von Potenzen der Operationen w!, 
so eonstituiren diese eine Gruppe (2,, von der wir sagen, sie sei aus den 
wow.” als Fundamentaloperationen gebildet; zufolge der Gleichung (1.) ist jede 
Operation « von 2, darstellbar in der Form 
8) u= w’w)...W,), 

WO %, #2, ... %, irgend welche der Zahlen 1, 2,...», bedeuten und in der 
Reihe der Zahlen 4, 2%, ... 2%, keine zwei aufeinanderfolgenden einander 
gleich sind; die Form (3.) ist dann für die Operation » eine nothwendige, 
wir nennen « den Index der Operation « und setzen 


«u —= Ind,u. 


Die Operationen von £2, sind natürlich in unendlicher Anzahl vorhanden. 
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Wir bezeichnen eine Operation « von 42, durch » oder @, jenachdem 
Ind,«x nach dem Modul 2 den Rest 1 oder O lässt; dann folgt aus Glei- 
chung (2.) 


Ar KR 


3 — Pr 
4.) y=-oy, YzOy; NMton, = ®On,, 


d.h. eine &-Operation entspricht einem Uebergange von y, nach y,, bezw. 
von n, nach 'n,, eine ®-Öperation hingegen einem geschlossenen Umlaufe 
von Y,, bezw. nu. 

Die Operationen ® constituiren für sich eine Gruppe O,, da ja das 
Produet von ®@-Operationen wieder eine @-Operation liefert. O0, ist offenbar 
eine Untergruppe und zwar eine ausgezeichnete Untergruppe von £2,; denn 
wenn @® irgend eine Operation von O,, a irgend eine von ® verschiedene 
Operation von 42, bezeichnet, so ist die /ransformirte Operation von @®: 

u ou 
ebenfalls eine Operation von O,. Wir sagen, die ausgezeichnete Untergruppe 
0, sei charakterisirt durch die Congruenz 
Ind,a =0 (mod. 2). 
Die Gesammtheit der &-ÖOperationen eonstituirt keine Gruppe, denn das 
Product zweier &-ÖOperationen ist eine @®-Operation; wir führen trotzdem 
auch für diese Gesammtheit ein Zeichen ein, setzen dieselbe nämlieh gleich 
P,. Dann ist offenbar jede Operation von P, darstellbar in der Form @wX”, 
jede Operation von O, in der Form »ow”, wir können folglich symbolisch 
schreiben 
(d.) P,=O,w"; O0, = P,w 


» 
Die Gruppe O0, kann auch aus einem System von Fundamentaloperationen 
© erzeugt werden, ein solches System bilden z. B. die (n,—1) Operationen 


wu), BEN, ... N wm 


ny ny 
und deren inverse; jede Operation von O, ist darstellbar als Produet von 
Potenzen dieser 2(n,—1) Operationen, und umgekehrt ist jedes solche Pro- 





duet auch in O, enthalten; die angegebenen (»,—1) Operationen sind im 

übrigen nichts anderes als einfache Umläufe um die Punkte af”, aS”, .... a). 
Die hier nur schattenhaft, ohne jede greifbare Form definirten Ope- 

rationen ® und ® gewinnen eine reale und anschauliche Bedeutung, wenn 

wir dieselben mit Beziehung auf eine mehrdeutige Funetion von y, be- 

trachten, deren Verzweigungspunkte die Punkte a{”, as”, ... aÜ sind. Ohne 
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jedoch länger bei allgemeinen Speculationen zu verweilen, wollen wir sofort 
daran gehen, die Anwendbarkeit der eingeführten Symbole an unseren Func- 
tionen 7, zu erproben. 

Wir setzen den wohldefinirten Zweig n$” der algebraischen Function 
n, gleich: 

m = Yılyo) 

und studiren zunächst y,(y,). Da die Coefficienten der y, definirenden 
algebraischen Gleichung lineare Funetionen von 9, mit realen Zahleoveftti- 
cienten sind, so entsprechen conjugirten eomplexen Werthen von y, auch 
conjugirte complexe Werthe von y,, also harmonische Werthe von 7,; wenn 
7, 7” z@=1,2,...n,) die zu einem y,-Werthe gehörigen Werthe von n, 
bedeuten, so haben wir demnach 


6.) Hp li” y) 


4 


7) mr = y(w wi” y,) d,e=1,2,..n; AD” x) 





8) Hp wo y) 
Sei nunmehr: 
(I) Ma" w) — wi” >», 
so ist: 
54 ” B4 ” 
ar =l, (WNT=W, 
und nach Gleichung (8.) geht bei Anwendung der Operation »\” die com- 
| Variable n,, die Peripherie des Einheitskreises in ei zwische 
plexe Variable n,, die Peripherie des Einheitskreises in einem zwischen 
eo), und «{ gelegenen Punkte durchschneidend, nach dem harmonischen 
Werthe 'n,, wo u eine durch z# und A eindeutig bestimmte der Zahlen 1. 
2, ... 2%, bedeutet («= «f)). In diesem Sinne setzen wir: 
x 
u = a, 
und da, wie leicht einzusehen, zwei verschiedene Werthepaare <, A nicht 
zu demselben « Veranlassung geben können, sind die », Operationen w‘) 
(«=1,2,...”,) nichts anderes als die in einer bestimmten Reihenfolge ge- 
nommenen Operationen (9.). Die Operationen »( spielen also in Bezug 
auf 7, und die Punkte o{’ A =1,2,... r,) dieselbe Rolle wie die Operationen 
o\” in Bezug auf 7, und die Punkte «” A =1,2,...»,), und wir werden 
deshalb Gleichung (8.) wohl auch in der Form schreiben: 
twin. 
Formiren wir aus den », Operationen ®{ als Fundamentaloperationen 
Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 3. 27 
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eine Gruppe 2,, so ist jede Operation u" dieser Gruppe nur auf eine 
Weise in der Form 
u!) 1 wi) wi) 0%) (x, yo Ay —ml de ma; IR i=1,2,..%) 


> 
darstellbar, und wenn wir setzen 
u = Ind,u“ 
und mit O, die durch die Congruenz 
Ind,u”’ = 0 (mod. 2) 

charakterisirte ausgezeichnete Untergruppe von $2, bezeichnen, so ist offen- 
bar (2, eine Untergruppe von £2,, und O, enthält sämmtliche in 2, vor- 
kommenden @®-Operationen von 42, und nur diese. Bezeichnen wir typisch 


eine Operation von £2,, die nicht in O, vorkommt, durch »", eine Operation 
von O, durch @, so ist: 

(+ O7 oder + yl@®y), 

= a0 oder Yly) = yı(@yy), 

d.h. jeder Operation w“ entspricht ein Uebergang von y, nach y,, bezw. 
von 7, nach 'n,, der auch das entsprechende 7” nach 'nf” führt; jeder 
Operation @) ein geschlossener Umlauf von y, bezw. 7, der auch das 


entsprechende X zu seinem Ausgangspunkte zurückleitet. 
Sei nun 


(10.) 


eu ww wi) Zn _,1=% 3... 


Xo ... 


irgend eine Operation von (2, und denken wir uns die Zahlen 4, %, ... %, 
ohne ihre Reihenfolge zu ändern, in folgender Weise angeordnet. Von z, 
ausgehend durchlaufen wir die angegebene Zahlenreihe in der Richtung 
von links nach rechts, bis wir einer Zahl #, begegnen, welche gleich x, 
ist; von der folgenden Zahl x, ,., die sicher nicht gleich <, sein kann, gehen 
wir in derselben Richtung weiter bis zu einer Zahl z,, welche gleich #,;ı 
ist, und so fahren wir fort, bis endlich auf ein Ze welches gleich %, 


ist, ein 2, 41 folgt, welches sich unter den folgenden < nicht wiederfindet. 
Nun ist: 


Mur A,r u | 
0) (0) (0) ae (0) (0) (9) 
ww wi) © = 0 w BR) 
.+1 “at? Ma+i “tr? #.+3 ar) 


(.=1, 2... 0—l), 


und wenn 4, < u-—1: 


,+1 ),+1 


(0) (0)  _ m V) N) . 
a ER USC  BE SL Ex et O4 








1 
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wenn dagegen 4,= u—1 ist, so lassen wir ®, unverändert stehen. _Folg- 

u - 
lich ist, wenn 4, 
d. h. selbst eine Operation von 42,; dagegen wenn A, < u, haben wir 


= u, die Operation « ein Produet von Operationen w\) 


n 93 


u= u!.w”, 


wo a“ eine Operation von 2, und w{” = w() oder w{” ist, je nachdem 
u‘ i 
,— u—1. Man sieht leicht, dass für 4, = « 
Ind, #« < Ind,« 
und für A, < u 


Ind, x < Ind, «. 


Es ist also jede Operation « von 42, darstellbar in der Form 
(11) wo "oa, 


wo u“) eine Operation von £2,, z eine der Zahlen 0, 1. 2, ... », (wi —1) 
bedeutet und 
Ind, — Ind, a. 


Wir erhalten daher sämmtliche Operationen von (2, indem wir jede Operation 
von £2, mit jeder der Operationen 1, w{”, wS”, ... ©” componiren, und 
können also symbolisch setzen 


(12.) ‘2, Lug 22.(1, we”, wi”, ... wer), 


Sei 


(1,0, @”, ... oa) = P,, 


N; 


so können wir sagen, die Grösse (2, sei durch die Untergruppe 2, „theilbar“, 
oder auch, da P, aus einer endlichen Anzahl von Operationen besteht, 2, 
sei eine Untergruppe von 2, mit endlichem Quotienien. Bemerken wir, dass 
jeder Operation von P, der Uebergang von einem Punkte 7}? des Gebietes 
y\ bezw. yiD nach dem entsprechenden Punkte eines Gebietes yı,, bezw. 
vo, (2=1,2,...n,) entspricht, sodass, wenn wir z. B. das Gebiet y\) der 
identischen Operation zuordnen, jeder anderen Operation von P, eines der 
in der oberen Halbebene gelegenen Gebiete yi),, entspricht. Aus den 
Gleichungen (6.), (11.), (12.) folgt für irgend eine &-Operation von 42, 
die nieht in (2, enthalten ist: 

Yıloyı) = Pla or’ yo) = Pilz’ yo) tn" 


”) 


und hieraus 


pw Ray) = yılw’y,). 
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ebenso 

y (0 ww y)+ Yo yu)- 
Bezeichnen wir also durch 21” jene Gruppe, welche man erhält, indem man 
£2, (d.h. jede Operation dieser Gruppe) mit der Operation »” transformirt, 
durch 0” die durch die Congruenz 


Ind,« = 0 (mod. 2) 


charakterisirte ausgezeichnete Untergruppe von 2”, so geht 7("” bei Anwen- 
dung einer w-Operation von 42{” in seinen harmonischen Werth über, wäh- 
rend es bei einer Operation von O0” nicht verändert wird; es ist klar, dass 
auch die 2% @=1,2,...r,) Untergruppen mit endlichem Quotienten von 
2, sind. So wie n\” zur Gruppe 42,, gehört 7\"” zur Gruppe 42. 

Da n, aus n,_, auf analoge Weise erzeugt wird wie n, aus ,, so kön- 
nen wir aus den eben für 7, gewonnenen Resultaten die folgenden, für n, 
gültigen Sätze erschliessen. Setzen wir: 

Pad al" oe — wa (@ u=1,2,...n, 20), 

so ist: 


4 z 


' und is 
le, Pie um 1, (wA=N)-1 Bun we, 


u 7 
x 


und jede dieser »,,, Operationen &”" ist eine &-Operation von 2, Wir 


haben dann 
(13) py)+ pw y), 


“ 
d. h. bei Anwendung einer der Operationen w/” geht „(” = Y,(y,), die 
Peripherie des Einheitskreises in einem zwischen «', und «'® velegenen 
e 0 
Punkte durchschneidend, nach dem harmonischen Werthe '7/”, wo oe eine 


durch x, « eindeutig bestimmte der Zahlen 1, 2,... »,,, bedeutet («() = a) 
und verschiedenen Werthepaaren #, u stets auch verschiedene Werthe o 


entsprechen. In diesem Sinne setzen wir 


” 
i—1) __ (4) 
w‘ u, 


und schreiben Gleichung (13.) auch in der Form 
n”+ wi) e=1,2,..0242). 
Bilden wir aus den w»( als Fundamentaloperationen eine Gruppe (2,, so ist 
jede Operation u“ dieser Gruppe nur auf eine Weise in der Form 
um = vIwM,,, wi 


darstellbar, wo #,, %, ... #, irgend welche bestimmte der Zahlen 1, 2,... ,,ı 
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bedeuten und keine zwei aufeinanderfolgenden der z einander gleich sind. 
Setzen wir: 
z, = Ind,u» 


[) 


und bezeichnen mit O0, die durch die Congruenz 

Ind,u”’ = 0 (mod. 2) 
charakterisirte ausgezeichnete Untergruppe von 2,, so ist offenbar 2, 
Untergruppe von £2;_,, also auch von 2,, und O, enthält sämmtliche in 2, 
vorkommenden @®-Öperationen von (2, und nur diese. Bezeichnen wir typisch 


eine 


durch @“) die Operationen von O,, durch &" die in O, nieht enthaltenen 
Operationen von 2,, so ist: 


+ 97", oder p(y)+ pw” y,), 
vv = ann, oder p,(y)= 9; (8% y,), 
d. h. jeder Operation &" entspricht ein Uebergang von y, nach y,, der jedes 
n\® für a=0,1,2,...4 in das harmonische 'n{ überführt, jeder Operation 
©” hingegen ein geschlossener Umlauf von y,, durch welchen auch jedes 
für e=0,1,2,... A zu seinem Ausgangswerthe zurückgeleitet wird: 
es gehört also 7” zur Gruppe 42.. 
Jede Operation a" von £2,_, ist darstellbar in der Form 


u BR u nd ) 
wo u‘ eine Operation von £2,, z eine der Zahlen 0, 1,2,...n, (w/ "= 1) 


bedeutet, und es ist 
Ind, _,u*-" > Ind,u®. 


Folglich lässt sich jede Operation « von 42, in die Form setzen 


Ge) = Mal "al... 


f “#)—1 #) 


eine der Zahlen 0, 1, 2, ... », für 


0 


wo u” eine Operation von [,, z, 
oe=]1, 2, ... A bedeutet. Symbolisch können wir also setzen 
ec ,—1 (A—1 —1 
2 = (L we, wir, ... 0,” 
und daher 


(15.) = Al, of”, ... HET EN rl, or, oe) 


N) 1 /) 
wo das symbolische Product im zweiten Gliede ausgeführt wird, indem man 
sich alle Operationen von 42,, durch Kommata getrennt, zwischen Parenthesen 
aufgeschrieben denkt und dann nach der Multiplicationsregel für Polynome 


verfährt, als wären die in den einzelnen Parenthesen durch Kommata ge- 
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trennten Operationen, mit dem Zeichen + verbundene Grössen; in jedem 
Einzelproduet hat man aber die Operationen in der Reihenfolge zu nehmen, 
in welcher die Parenthesen, denen sie entnommen sind, aufeinander folgen. 
Es ist demnach (2, für jeden bestimmten Werth von 4 eine Untergruppe 
mit endlichem Quotienten von (2, und wenn wir die Gesammtheit der im 
zweiten Gliede von Gleichung (15.) mit 2, zu multiplieirenden Operationen 
gleich P, setzen, so enthält ?, genau v, Operationen, und es ist für eine 
nicht in ?, enthaltene Operation « von £2, 


Ind,u — Ind,;a”+7—1, 


während alle Operationen «, für welche Ind,a <4—1, nothwendig in P, ent- 
halten sind. 

Sei u eine in P, vorkommende Operation, und denken wir uns die- 
selbe in der Form (3.) geschrieben, also 


(16) u = o"n),..o®; 
1 


... 
X“ #u? 


ist dann «= (0 (mod. 2), d.h. v eine ®-Öperation, so haben wir 


(\ Nez) 


p,(uyı) u . 
d. h. die ©-Operation «a von P, führt 7{” von y$? bezw. „@® nach dem ent- 


sprechenden Punkte des Gebietes Yiül.....,, DEZW. Ya... .; wenn dagegen 


(U,x1,3%3,. so 
“«=1 (mod. 2), d.h. « eine ®-Öperation ist, haben wir 


(Or, a.) 


Y:(uy)+n, ei E) 
d.h. durch die w-Operation « von P, wird n” von yS” bezw. y( in den 


entsprechenden Punkt von Ya... bezw. lt) übergeleitet; durch 


w 
Anwendung sämmtlicher in ?, enthaltenen Operationen ergeben sich also 
auf diese Weise alle v, Zweige der Function 7,. Bemerken wir, dass, wenn 
wir z. B. von einem innerhalb des Einheitskreises gelegenen Werthe n" 
ausgehen, alle Werthe, welche aus diesem bei Anwendung der Operationen 
von P, hervorgehen, gleichfalls im Innern des Einheitskreises gelegen sind; 
der Uebergang vom Innern nach dem Aeussern dieses Kreises wird nur durch 
die Operationen von 2, vermittelt. In beiden Fällen, d.h. sowohl wenn die 
Operation (16.) von P, eine w-, als auch wenn dieselbe eine ®-Operation 
ist, setzen wir die aus (2, durch Transformation mit # entstehende Gruppe: 


uw'Q,u en 5 mann 


(U,36 1,369 . . . . . 
dann geht 7,” """# durch die w-Operationen dieser Gruppe in seinen har- 
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monischen Werth über, während es durch die ®-Öperationen derselben un- 
geändert bleibt; es gehört also 5 ——* zur Gruppe 2, und jede 
dieser Gruppen ist eine Untergruppe von (2, mit endlichem Quotienten. 
Die zu den verschiedenen Zweigen von n, gehörigen Gruppen 2," 
werden gewisse Operationen mit einander gemein haben, welche für sich 
wieder eine Gruppe T, constituiren, von der wir nachweisen wollen, dass 
sie eine Untergruppe mit endlichem Quotienten von (2, sei. Statt diesen 
Nachweis für T, selbst zu erbringen, können wir uns darauf beschränken, 
denselben für die durch die Congruenz Ind,« = 0 (mod. 2) charakterisirte 
ausgezeichnete Untergruppe T, von T, zu führen. T, ist offenbar so be- 
schaffen, dass jeder Zweig von n, durch eine in T, enthaltene w-Operation 
in seinen harmonischen Werth übergeht und durch eine @®-ÖOperation von 
T,, d. h. eine Operation von T,, nicht verändert wird. Sei nun M, die Mono- 
dromiegruppe der n, als Funetion von y, definirenden algebraischen Gleichung 
P,(n,,y) = 0 und rn, die Ordnung dieser Gruppe, dann lässt sich ein System 
von 7, Operationen ® auffinden, durch welche alle 7, in M, vorkommenden 
Substitutionen der v, Elemente n, erzeugt werden; diese ®-Operationen seien 
u Be ne 
Dann ist offenbar: 
0 = T(L ©, &,... @, 


17—1/} 
womit unsere Behauptung erwiesen ist. Es ist ferner leicht einzusehen, 
dass T', eine ausgezeichnete Untergruppe von 42, ist *); denn bedeutet » eine 
Operation von T,, welche also sämmtliche Zweige von n, entweder unge- 
ändert lässt oder in ihre harmonischen Werthe überführt, und # irgend eine 
in T', nicht enthaltene Operation von 42,, so wird die transformirte Operation 
a'nu offenbar auch entweder sämmtliche 7, ungeändert lassen oder in ihre 
harmonischen Werthe verwandeln. Bezeichne V, eine rationale Funetion 
der Wurzeln der Gleichung 2,(n,, y.) = 0, welche zur Gruppe T, gehört, 
d.h. durch die ®-Operationen dieser Gruppe in ihren harmonischen Werth 
übergeht und durch die @-Öperationen derselben ungeändert bleibt, dann 
ist, nach bekannten Sätzen, jeder Zweig von n, rational ausdrückbar in V, 
und y,, und zwar wenn 


(U,x 15,22% ,,) ’ 
(17.) N; i M — Ronxo2) () =) Y,). 


*) Vergl. Poincare, 1. c. S. 293. 
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so ist: 
vr (Os Ka y) IWV PN. 
(18.) N, i u = Rx. V;, y.); 
folglich wird der aus 
n\ = R,(V;, Yu) 


durch die Operation (16.) hervorgehende Werth des Zweiges 7,“ durch 
Formel (17.) oder (18.) gegeben, je nachdem u eine gerade oder eine ungerade 
Zahl ist. Als solche Function V, kann z. B. eine passend gewählte Wurzel 
eines im Rationalitätsbereiche y, irreductiblen Factors der zur Gleichung 


P,(n; Yu) = U 
gehörigen @Galoisschen Resolventengleichung genommen werden. Bemerken 
wir noch, dass, wenn n, > 2, der Zusammenhang 2p-+1 der zu V, gehörigen 
Riemannschen Fläche für einen endlichen bestimmten Werth von 4 stets 
grösser als 1, also y, in V, nicht rational ausdrückbar ist. 


IV. 
Wir sind nunmehr im Besitze der Mittel, deren es bedarf, um in die 
Natur der durch unseren Iterationsprocess erzeugten Grenzfunctionen 7 und 


n volle Einsicht zu gewinnen. 
Es war 


für senJ/y)=1 und Jy)=0: lim”) = nn", 
2 


=n 


für sen/(y)= —1: lim” = 7"; 


I—=mn 


folglich wird 7°” sowohl wie 7, als Function von y, aufgefasst, gehören 
zur Gruppe 
2 = lim2.. 


I=n 


Da, wenn 
Ind, zu i—1, 
die Operation x in P, enthalten ist, so folgt, dass, wie gross auch Ind,x sein 
möge, A stets so gewählt werden kann, dass « in P, vorkommt; es ent- 
hält daher 
i=» 

sämmtliche in 2, vorkommende Operationen und nur diese, d.h. es ist: 
P= 2, 
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und folglich 


Hieraus folgt zunächst, dass es keine Operation » oder ® giebt, welche 
n“” bezw. n“” in seinen harmonischen Werth überführen würde, d. h. es ist 


für jeden von den a”, a\”, ... a“ verschiedenen Werth von y, 
N Yy 


modn<Z1l, modn >1. 
Dagegen ist für y=al”, a”. ... al 
mody = modn = 1, 


die Functionen n und n stehen also in keinem analytischen Zusammenhange: 


als Function von n ewxistirt y, nur innerhalb und auf der Peripherie des Ein- 
heitskreises der n-Ebene, als Function von n nur ausserhalb und auf der Peri- 


pherie des Einheitskreises der n-Ebene; denjenigen Punkten der Peripherie des 
Einheitskreises, wo y, überhaupt einen bestimmten Werth hat, entsprechen die 
Werthe yy= ai”, a!”, ... al) *). 


Den folgenden Untersuchungen legen wir die Funetion 7 allein zu 


Grunde; denn, wie bereits bemerkt, ist ja 7+n. 

Die Gesammtheit der in Bezug auf die Gruppe 2, gefundenen Re- 
sultaie, soweit dieselben unabhängig sind von der analytischen Bedeutung 
der betrachteten Operationen » und ®, nämlich die Zerlegung dieser Gruppe 
in immer umfassendere Untergruppen, die Erzeugung ihrer sämmtlichen 
Operationen nach einem übersichtlichen Schema ete. kann wohl als die 
Arithmetik der Gruppe bezeichnet werden, und man kann eine aus gewissen 
Fundamentaloperationen hergeleitete Gruppe eigentlich nur dann als voll- 
kommen bekannt ansehen, wenn man in diesem Sinne die Arithmetik der- 
selben beherrscht. Diese hängt aber ihrerseits einzig und allein ab von 
der Natur der zwischen den Fundamentaloperationen bestehenden Relationen, 
welche Herr Poincare als Fundamentalrelationen (relations fondamentales 
bezeichnet **); folglich besitzen Gruppen, die aus der gleichen Anzahl von 
Fundamentaloperationen gebildet sind. zwischen welchen auch dieselben 
Fundamentalrelationen bestehen, dieselbe Arithmetik. In unserem Falle 


*) Für die hier auftretenden analytischen Verhältnisse vergl. die Abhandlung von 
Herrn Fuchs dieses Journal Bd. 53 S. 27 ff. und die von Herrn Weierstrass „Zur Fune- 
tionenlehre“. (Ges. Abhandl. S. 79 ff.) 

**) Acta Mathematica Bd. I Ss. 10. 


Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 3. 28 
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der Gruppe (2, sind die Fundamentalrelationen die denkbar einfachsten, 
nämlich 
ww)? — 1 (nl, 3, 


ud ’ 


und aus diesem Grunde war das im Allgemeinen so schwierige Problem 
der Entwiekelung der Gruppen-Arithmetik hier in verhältnissmässig ein- 
facher Weise zu erledigen. 

Durch Anwendung einer Operation »"” auf y, geht 7” über in 7”, 
und so wie 7°” den Punkten der oberen Halbebene, entspricht 7” den 
Punkten der unteren Halbebene von y,; es kann also 7" betrachtet werden 
als die analytische Fortsetzung von n“ in die untere y,-Halbebene, oder 
mit andern Worten 7 constituirt mit irgend einem 7”) z=1,2,...»,) 
einen completten Zweig der Function 7, aus welchem wir nun, indem wir 
y, Umläufe um die Punkte a}, as”, ... al” vollziehen lassen, d.h. auf y, 
@-Operationen anwenden, neue Zweige von n herleiten können. Möge 7” 
durch Ausübung der Operation 


u = 0%) w)...wi) 


(! Ari.) 


von 2, auf 9, übergehen in 7 ‚ und bezeichnen wir das Gebiet, 
welches dureh die so entstehenden 7-Punkte erfüllt wird, mit Yu,.,,,..., oder 
Yo.) Je pachdem u eine gerade oder ungerade Zahl ist, so liefern jene 


(O1 4) 


r, ,‚ für welehe «u = 0 (mod. 2), neue Zweige der Function n, und es ist 
klar, dass wir auf diese Weise auch alle möglichen Zweige dieser Function 
erhalten. Die Gebiete y und y sind so wie y, ganz innerhalb des Einheits- 
kreises gelegene Polygone, deren Eckpunkte den Punkten y, = a}, as”, ... al, 
entsprechen und auf der Peripherie des Einheitskreises gelegen sind, während 
ihre Seiten sich in den Eekpunkten berühren; diese Polygone bedecken, 
neben einander gelagert, die Fläche des Einheitskreises einfach und voll- 
ständig. Die längs einer Seite zusammenhängenden Polygone 7, und ein 
Yo.) eonstituiren zusammengenommen einen Bereich AR,, der durch die Seite 
(&,_1, &), die als Diagonale aufgefasst werden kann, in zwei symmetrische 
Theile getheilt wird, und innerhalb dessen die Funetion y, = f(n) jeden Werth 
nur ein einziges Mai annimmt; auf der Begrenzung und der Diagonale von 
R, ist f(n) real. So lassen sich je zwei der Gebiete y, y zu einem solchen 
Bereiche AR zusammenfassen, welcher die eindeutige conforme Abbildung 
der ganzen y,-Ebene vermöge eines Zweiges der Function 7 von y, liefert, 
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und diese Bereiche R erfüllen den eanzen vom Einheitskreise beorenzten 
ben) x 
Theil der n-Ebene. 


Van) 


Was die Beziehung zwischen den einzelnen 7, ‚ die wir wohl 
als Halbzweige der Function n bezeichnen können, anlangt, so bemerken 
wir zuvörderst, dass, da 

G=-]1, 


auch jedes 


und folglich auch 
T-1lmT, =1, 


\=x 


il y “ 
(01,7 ud.) 


d.h. an der Grenze für = x kann jedes einzelne r, selbst als Func- 


. r Vlslnud,) » . Ma) j 

tion V, aufgefasst werden. Ist also 7 ° irgend ein von n ”” ver- 
. . . . . .. . KV 1 Mies 

schiedener Halbzweig, so ist dieser rational ausdrückbar in > “und 


N (Or, ,) 


y, oder in 7 und y,, je nachdem « und o nach dem Modul 2 gleiche 
oder verschiedene Reste lassen; da aber 9, eine eindeutige Function von 7 
ist, so folgt hieraus, dass jeder Halbzweig durch jeden anderen oder dessen 
harmonischen Werth eindeutig darstellbar ist, und nach bekannten Sätzen 
schliessen wir nun, dass jeder Halbzweig eine lineare Function mit con- 
stanten Coefficienten von jedem anderen oder dessen harmonischem Werthe 
ist, Je nachdem beide derselben oder verschiedenen y,-Halbebenen entsprechen. 
Diese linearen Functionen müssen in beiden Fällen Punkte der Peripherie 
des Einheitskreises in Punkte eben dieser Peripherie transformiren, oder. 
wie wir kurz sagen wollen, die Peripherie des Einheitskreises wird dureh 
jene linearen Funetionen in sich selbst transformirt. >Speciell ist jedes 


} (O0 1,80... 44) 


7 “ eine lineare Funetion von 7” oder 7”, je nachdem u gerade oder 
ungerade ist, und n ist also eine unendlich vieldeutige Function von y,. deren 
jeder Zweig durch jeden anderen linear mit constanten Coefficienten anus- 
drückbar ist. 

Sei 


MU 
1 Bu a, „+0, 
SSR Er 
a3 N "TR 


dann ist für einen Punkt { der Seite (e,_,, &,), längs welcher die Gebiete y, 


und Y%u,), zusammenhängen: 
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da aber hieraus 
'c ir at al 
ayıtaloc 


folgt, so bestehen zwischen den Üoeffieienten @,,, &,2, @,3, @,, die Gleichungen 





! r 
Uta ttata = 0, 
» ' ' ne 
(2.) 10,3 tl = # V, 
er ' ’ ' We: x 
50,341 01a alte = UV; 


ferner müssen &,_,, &, die Lösungen der quadratischen Gleichung 


aue+ & 
aE+ 0.4 
sein, woraus sich 
@,4@y1 
FRE, I Finn Mr an ) 
x 
3.) 
0,2 
ET ar Be 
x—1"x a3 





ergiebt, und da endlich die Function (1.) die Peripherie des Einheitskreises 
in sich selbst transformiren soll, haben wir 
! ! 
(4.) | Rxı &xa E43 0x4 ru 0, 
lo. to.a,.—aya sau, = 0 
1x1 ‚22x? 2x3" x3 Su Wis 
Mit Rücksicht darauf, dass @„,e,—@,«@, von Null verschieden sein muss, 
ergeben die Gleichungen (2.), (3.), (4.) 
f} aueh ° RER ” ri ra 
Ol, . o(E, +8); 2 a —208,_18,; 3 ri2 20; (4 et —0(&,_,+8&,), 
wo o ein Proportionalitätsfaetor ist, den wir gleich 1 wählen wollen. Es 
ist also 
(5 ) 9 nal (&,_ı + en) —28,_ı €, 
| 2) —(1t+&) 
und die Punkte & der Seite (e,_,,&,) von 7, genügen der Gleichung 


X/ 


16)  marba) Seen 


Mate). 
welche einen Kreis darstellt, der den Einheitskreis in den Punkten e& 
orthogonal schneidet. Die Begrenzung des Polygons y, wird also von Kreisen 


x—1) €, 


gebildet, welche den Einheitskreis unter rechten Winkeln schneiden, und, wie 
leicht einzusehen, constituiren die ausserhalb des Einheitskreises verlaufenden 


Theile jener Kreislinien die Begrenzung des Gebietes y, welches die Ab- 
bildung der oberen y,-Halbebene vermittelst der Funetion 7” darstellt. 


Da jedes der Polygone 7 und y aus y, oder y, hervorgeht durch 
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Abbildung mittelst einer gebrochenen linearen Funetion, welche die Peri- 
pherie des Einheitskreises in sich selbst transformirt, so folgt, dass alle Poly- 
gone 7 und y begrenzt werden von den Einheitskreis orthogonal schneiden- 
den Kreisbogen. 

Die Function y, von n liefert also die conforme Abbildung irgend 
eines dieser Kreispolygone auf eine Halbebene, speciell des Polygons y, 
auf die obere y,-Halbebene, und von diesem Gesichtspunkte aus lässt sich 
nun die Theorie dieser Function nach Riemannschen Prineipien *) mit Leichtig- 
keit entwickeln. Hat man nämlich 9, als Funetion von » innerhalb eines 
Kreispolygons y oder y definirt, so wird y, über die Begrenzung dieses 
Polygons hinaus fortgesetzt, indem man zu jedem Punkte innerhalb des Polv- 
cons in Bezug auf jede Seite des letzteren den harmonischen Pol aufsucht 
und in diesem der Funetion y, den eonjugirten Werth beilegt. Es ist fole- 


„&,), und 


X, 


lich z. B. 70, die Polarfigur von y, in Bezug auf den Kreis (e,_ 

allgemein von zwei confinen Polygonen y und y jedes die Polarfigur des 

andern in Bezug auf den die gemeinschaftliche Grenze bildenden Kreisbogen. 
Setzen wir 


| P- © 
7) 209% = (ee tEu)6—2er-iee R@=1,2%...n) 


a vr 26—(&s-1+ 8.) 
und bezeichnen mit &“ allein die lineare Substitution, welche Z in ZT 


7 


überführt: bedeutet ferner 
Ber 0 0) 1 
UI —— St (Ay By... By PER 


eine lineare Funetion von Z, welche entsteht, indem man in ZT ersetzt { 
durch ={”Z, dann hierin & durch &{PT u. s. w., endlich in ZI’ 3/)...2,) [ 


u—1” 


£ dureh 7 oder, was dasselbe heisst, indem man auf { anwendet erst 


04 


die Substitution =), dann auf >{?Z die Substitution >) u. s. w., endlich 
auf I... ST die Substitution I”; und möge schliesslich mit 


(8) U= z020, ZW 


7 X Ku 
selbst die lineare Substitution, durch welche Z in UT übergeht, mit 1 die 
identische Substitution und mit U’ jene Substitution bezeichnet werden, 
welche UT in Z zurücktransformirt: dann sieht man leicht, dass 


(9.) ZU) zZ u zu” zu 1. (2) -1 = DI, 


*) Vergl. Riemann: Gesammelte Werke, S. 415 ffl., S. 283 ff.; Schottky: dieses Journal 
Bd. 83 8. 300 ff. 
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und 
(10.) ZN + ENT, 


Die sämmtlichen Substitutionen, welche entstehen durch successive Anwendung 
irgend welcher der Substitutionen I” (z=1,2,...n,), welche also symbolisch 
darstellbar sind als Produete von Potenzen dieser n, Substitutionen, con- 
stitniren eine aus diesen letzteren als Fundamentalsubstitutionen gebildete 
(sruppe 71. und da zwischen den FI (z=1,2,...n,) die n, Fundamental- 
relationen (9.) bestehen, so ist jede Substitution der Gruppe 7‘, nur auf eine 
Weise in der Form (8.) darstellbar, wenn wir voraussetzen, dass keine zwei 
aufeinander folgenden der 4, %, ... %, einander gleich sind; wir nennen 


dann « den Index der Substitution U und setzen 
u = IndU. 


Da die Fundamentalrelationen der Gruppe 7), identisch sind mit jenen der 
Gruppe 2, so folgt, dass 7‘, und (2, dieselbe Arithmetik haben und einstufig 
(holo@drisch) isomorph sind, es haben daher alle für die Gruppe 42, ge- 
fundenen Resultate, sofern dieselben unabhängig sind von der specifischen 
Bedeutung der Operationen w, auch für die Gruppe 7}, Geltung. Die Sub- 
stitution 

U: ZU29... 27 
von /\, und die Operation | 


a u 0) 
u = 0, 0,0, 


u 
von (2, sollen entsprechend genannt werden, und der gleiche Ausdruck möge 
auch die Beziehung zwischen Untergruppen von 7\, und 2,, welche aus 
entsprechenden Substitutionen bezw. Operationen gebildet sind, bezeichnen. 
Wir übertragen ferner die für die Gruppe (2, eingeführten Indexbezeich- 
nungen auf die Gruppe 7\,, indem wir die einer Operation w, ® oder einer 
Untergruppe 42, O entsprechenden Substitutionen oder Untergruppen von /\, 
durch ein mit denselben Indices versehenes &, S oder 7, @ darstellen. 
Nun ist nach den Gleichungen (5.), (10.) 
70) + END, 


d.h. die Ausübung der Operation &” auf y, lässt den harmonischen Werth 
'r"” von »\” die Substitution I erleiden; hieraus und aus den über die 
Gruppen 7\, und (2, eben gemachten Bemerkungen folgt, dass, wenn auf 
y, die Operation « von £2, angewandt wird und U die entsprechende Sub- 
stitution von 7, bedeutet, 7” übergeht in Un” oder dessen harmonischen 
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Werth. je nachdem IndU eine gerade oder eine ungerade Zahl ist: es ist also 
für die durch Gleichung (8.) erklärte Substitution U 


(Oi sk dp : r 
u Ur”, wenn «=1 (mod.2), 
a (rk) u (0) .n r f o.\ 
7 “ = Un”), wenn u=0(0 (mod.2), 


d.h. durch Anwendung der >-Substitutionen der Gruppe /\, auf n" er- 
halten wir die harmonischen Werthe derjenigen Halbzweige der Funetion n, 
welche den Punkten der unteren y,-Halbebene entsprechen, durch Anwendung 


der S-Substitutionen von 7‘, d. h. der Substitutionen der durch die Congruenz 
InddU! =0 (mod.2) 

charakterisirten ausgezeichneten Untergruppe @, von /\, alle jene Halb- 

zweige von n, welche zu den Punkten der oberen 9,-Halbebene gehören. 

Die Function y, = f{n) bleibt also ungeändert, wenn n eine Substitution von 

G,, sie geht in ihren conjugirten Werth über, wenn '1, eine I-Substitution von 

!‘, erleidet. 

Jede Substitution von @, ist darstellbar als symbolisches Produet 
von Potenzen gewisser Fundamentalsubstitutionen, deren sämmtliche Produete 
von Potenzen auch wieder in @, enthalten sind. Ein System soleher Sub- 
stitutionen ist z. B. 


=, 58-2920, ... ,,=- 20,2" 


h) 
und deren inverse *); es bedeutet hier S, die lineare Substitution, welche 
‘> erfährt, wenn y, einen einfachen Umgang um den Punkt a“ vollzieht, 
während die Substitution S,, die durch den Umlauf der unabhängigen Va- 
riablen um den Punkt al” erzielt wird, gleich ist: 


S „— (9,8... 8, _,) = S,8 N u „ 


" En 
Ein anderes System von Fundamentalsubstitutionen der Gruppe @, wird ge- 
liefert durch die (a,—1) Substitutionen ZU’ EU (A=1,2,..x2—1,2+1,...n,) 
und deren inverse, für jedes z=1, 2, ... a,; durch diese Substitutionen 
werden in dem Bereiche A,, innerhalb dessen die Funetion y, von n jeden 
Werth nur ein einziges Mal annimmt, je zwei Seiten, welche in Bezug auf 
die Diagonale (e,_,,&,) symmetrisch liegen (d. h. Polarfiguren in Bezug auf 
den Kreis (e,_,,&,) sind) in einander transformirt. Herr Poincare nennt 
darum einen solehen Bereich A, ein Fundamentalpolygon (polygone generateur 


*) Vergl. $. 204. 
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oder fondamental) *) der Function y, von 7. Eine eindeutige Funetion von 
n, welche innerhalb eines Fundamentalpolygons nur an einer endlichen An- 
zahl von Stellen von erster Ordnung unendlich wird und durch die den 
Einheitskreis in sich selbst transformirenden Substitutionen einer Gruppe 
@, ungeändert bleibt, möge nach Herrn Poincare eine Fuchssche Function 
heissen **), und zwar sagen wir, dieselbe sei von der u-ten Ordnung, wenn 
« die Anzahl ihrer Unendlichkeitsstellen innerhalb eines Fundamentalpoly- 
gons bedeutet. Es ist also y„=f(n) eine zur Gruppe @G, gehörige Fuchs- 
sche Function erster Ordnung. 

Nun ist leicht einzusehen, dass auch jedes y, (für 4=1,2,3,...) 
eine Fuchssche Function erster Ordnung von n ist. In der That ist y, 
rational ausdrückbar durch jedes y,;. beziehungsweise 7,,.. und wenn 


) 
yı = fhru Mau) 
haben wir: 


) 2 
y; = Im; „@n) = fin). 
MER 


also y, eine eindeutige Function von 7, die offenbar ebenso wie y, nur 
innerhalb und auf der Peripherie des Einheitskreises der n-Ebene existirt. 
Als Function von y, gehörten y(” bezw. 7{” zur Gruppe 2,, und die übrigen 
Zweige der algebraischen Function y, von y, entstehen durch Anwendung 
der Operationen von P, auf y,; bezeichnen wir also mit H, die Gesammt- 
heit der den Operationen von P, entsprechenden Substitutionen von /\, so ist: 
m (hr A bene ME 
und 
Far 

Die Funetion y, bleibt ungeändert, wenn 7 eine S-Substitution von 77, d. h. 
eine Substitution der Gruppe @, erleidet; sie geht in ihren conjugirten Werth 
über, wenn auf 'n eine S-Substitution von 7‘, ausgeübt wird. Bedeutet y 
das Gebiet, welches wir erhalten, indem wir y, mit allen jenen Polygonen 
y bezw. y vereinigen, die aus y, hervorgehen dureh Abbildung mittelst der 
Funetionen Sn” bezw. &’r”, wenn wir S der Reihe nach alle S->Sub- 
stitutionen, I alle &-Substitutionen von H, durchlaufen lassen, dann liefert 
die Function y, die eindeutige conforme Abbildung des Gebietes y” auf 


*) Acta Mathematica Bd. I S. 20; Comptes Rendus 1886 I S. 43. 
**) Acta Mathematica Bd. I S. 227. 
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die obere y,;-Halbebene und ist auf der Begrenzung von y%) real. gl) ist 
ein Kreispolygon, dessen »,,, auf der Peripherie des Einheitskreises gelegene 
Eckpunkte den Verzweigungspunkten y, = a/”, a5”, ... a) der Funetion 7 
von y, entsprechen, und dessen Seiten den Einheitskreis orthogonal schneiden: 
es kann aus y" hergeleitet werden, indem man sich die Polarfiguren von 
4%” in Bezug auf jede der », Seiten dieses letzteren Polygons bildet, und 
die so entstehenden », Polygone mit y‘”" vereinigt. ÜUonstruirt man sich 
die Polarfigur von y6 in Bezug auf irgend eine seiner n,,, Seiten, so bil- 


I. + 


det diese mit g$) zusammengenommen ein Fundamentalpolygon der Func- 


/ 
tion 9, = f(n), welches die eindeutige eonforme Abbildung der ganzen y,- 
Ebene liefert. Die Abbildungen dieses Fundamentalpolygons dureh Substitu- 
tionen der Gruppe @, erfüllen den Einheitskreis vollständig und bedecken 
dessen Fläche einfach. Auch die übrigen Zweige der algebraischen Func- 
tion y, von y, sind Fuchssche Funetionen erster Ordnung von 7; die Substi- 
tutionsgruppen, durch welche dieselben ungeändert bleiben, erhält man, indem 
man @G, mit den Substitutionen von H, transformirt. 

Wir haben also durch unseren Iterationsprocess nicht nur die Fuchs- 
sche Funetion y, mit der Gruppe @,, sondern zugleich eine unendliche An- 
zahl anderer Fuchsscher Funetionen erhalten, deren Gruppen @,. @. @. ... 
Untergruppen mit endlichem Quotienten von @, sind, und zwischen denen und 
y, algebraische Gleichungen mit in 9, linearen Coefficienten bestehen. 

Die Fuchssche Function erster Ordnung y, = f(n) liess sich, wie wir 
sahen, herstellen bei ganz willkürlicher Angabe der », realen Werthe a‘, 
as’, ... aß, welche als Verzweigungsstellen der Umkehrungsfunetion 7 von 
y, fungiren. Andererseits können aber zur Bestimmung der Fuchsschen Fune- 
tion auch die », Werthe &,, &, ... &,, auf der Peripherie des Einheitskreises 
der n-Ebene beliebig gegeben werden, welche irgend ein Zweig von n an 
den Verzweigungsstellen annehmen soll. In der That ist alsdann die Gruppe 
N‘, bezw. @, unmittelbar bekannt, und man hat nur je zwei auf einander fol- 
gende der Punkte &,, &,...e, durch Kreise, die den Einheitskreis orthogonal 
schneiden, zu verbinden, um nach dem Dirichletschen Prineipe y,=f(n) als 
diejenige Funetion construiren zu können, welche das durch jene Kreise 
begrenzte Gebiet auf eine Halbebene conform abbilde. Legt man der 
Theorie der Fuchsschen Functionen diese Bestimmungsweise, d. h. ihre De- 
finition aus der Gruppe zu Grunde, so hat man hinterher den Nachweis für 

Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 3. 29 
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die Existenz der Funetion y, = f(n), bei beliebig gegebenen realen Werthen 
der a\”, a”, ... a”, zu liefern; diesen Nachweis hat Herr Poincare, der 
Schöpfer der systematischen Theorie der Fuchsschen Funetionen, für den 
von ihm behandelten allgemeinsten Fall mit Hülfe der ‚methode de con- 
tinuite‘‘ *) erbracht; eine Reihe anderer von den Herren Fuchs und Poincare 
entdeckter Sätze soll für die von uns betrachtete specielle Gattung Fuchs- 
scher Funetionen im Folgenden noch kurz entwickelt werden. 


V. 

Sei @(n7) eine Fuchssche Function g-ter Ordnung mit der Gruppe @,, 
und möge dieselbe innerhalb des Fundamentalpolygons R, = Y,+7u,, In den 
Punkten „=r,. r,, ... r, von erster Ordnung Null, in den Punkten 7 = s,, 
$3, ».. 8, von erster Ordnung unendlich werden, dann ist bekanntlich 


/alog@(n) = p4, 


wenn die Integration über die Peripherie von AR, erstreckt wird. Es ist also: 


n,—1 ei +1 #) 
> / dlogam)+f dlogG(n)) = 9—4, 
5 1 « « 
Z €, +1 
wo 
0) 0) 
€, er >. I), 


0) (0) & 
u A+1 


Zr —;, +1 
und die Integrationen längs der den Einheitskreis orthogonal schneidenden 
Kreise auszuführen sind. Wenn nun 


.R 
>30) DIV) n—= L b an pP 
1 A+17 yn +Jd ’ 


ad— Py = 1, 


Alog@n) = gan)dn 
gesetzt wird, haben wir: 


9%) = gn)(yn+0) 


ee } 


folglich 

„ d£ Pe) +1 

anf man, 
7 


k 


AH 


u’ Aozeeet + | 
oa = - ""ga)yn+0) 
7 


1 


und daher 
p=% 


*) Acta Mathematica Bd. IV 8. 233— 278. 
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d.h. eine Fuchssche Function wird innerhalb des Fundamentalpolygons ebenso 
oft erster Ordnung Null als erster Ordnung unendlich. 
Wenn y„,=m, dem 7 =r, entspricht, y,= «, dem n = s,, so ist: 


Ä / 


07 -Mm, 


\ 9% 
(nn) = eonst. /I : 
2=1 Y U, 


d.h. jede zur Gruppe @, gehörige Fuchssche Function ist rational durch y, 
ausdrückbar *). 

Eine Fuchssche Funetion erster Ordnung, die durch die Substitutionen 
der Gruppe @, ungeändert bleibt, ist demnach eine lineare Funetion von y, 
und umgekehrt ist klar, dass auch jede lineare Function von y, eine Fuchs- 
sche Funetion erster Ordnung mit der Gruppe @, sei. Man kann diesen 
Umstand dazu benutzen, um für drei der Punkte a\”, a‘, ... al) ganz will- 
kürliche Werthe zu fixiren; die übrigen (»,—5) dieser Punkte müssen aber 
dann auf dem durch jene drei Punkte gelegten Kreise angenommen werden. 
Dass jede zur Gruppe @, gehörige Fuchssche Function nur innerhalb des 
Einheitskreises der n-Ebene definirt sei, ist a posteriori auch daher ein- 
leuchtend, dass, wenn modö < 1, für eine I-Substitution von 7}, modE[ > 1, 
also mod T <1 und für eine Substitution S von @, modST < 1 ist. Im 
Folgenden wollen wir die af”, aS”, ... al’ nach wie vor real, aber a) = x 
annehmen. 

Setzen wir den Differentialausdruck 


„(ds\’ dz d'z 
za‘ = —2 
d.r’ / dr dx’ (EN 
2 I\ f 
Mi dz \ \r 
\ dr / 
so Ist leicht einzusehen. dass 
2 \ ER 
A-)de = — AT )da’, 
zT / JS 


und wenn ea, P, y. 0 beliebige Uonstante bedeuten, hat man ferner 


3 ys-+0 
4=)= 1 ) 
\r/ T / 
vorausgesetzt, dass @d—yß von Null verschieden sei. 
: N a ' i R : 
Offenbar ist 4, ) eine eindeutige Funetion von 7, und da 9, un- 
*) Vergl.: Schottky, dieses Journal Bd. 83 8. 309 ff.; Poincare, Acta Mathematica 
Bd. I S. 227 ft. 
29* 
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geändert bleibt, wenn 7 eine Substitution der Gruppe @, erfährt, ist 4, ) 


eine zu dieser Gruppe gehörige Fuchssche Function, folglich eine rationale 
Funetion Q,(y,) von y,; wir haben daher: 


Ka) = a 


Wenn wir auf 'n eine 3-Substitution der Gruppe 7}, anwenden, d.h. n in 
eine lineare Function von 'n verwandeln, wodurch y, in y, übergeht, so ver- 
wandelt sich auch Q,(y,) in seinen conjugirten Werth, und hieraus folgt, 
dass die rationale Funetion Q,(y,) reale Coefficienten haben muss, wenn 
man sich in derselben Zähler und Nenner von gemeinsamen Factoren be- 
freit denkt. Setzen wir ferner 
=] - ‚ a=nl > 
so ist: 
JE 


=47)= 9) 


d.h. die Functionen z,, 3, genügen der homogenen, linearen Differentialgleichung 


sd 5 d 


1 
zweiter Ordnung 


d’z 


a ih ET 
dy: _— 3.0,(yı) 


2 


(A.) 


und eonstituiren, da —=n keine Constante ist, ein Fundamentalsystem der- 


Die Integrale z,, z, besitzen die Punkte y,= al”, a”, ... a” 


dy, 
dn 


und 7 eine Verzweigung erleiden: diese Werthe liefern demzufolge die sin- 
eulären Punkte der Differentialgleichung (A.), d. h. die Unendlichkeitsstellen 
der Function Q,(y.)- 

Um die Form der rationalen Function Q,(y,) genauer bestimmen zu 


% 


[| 


selben *). 1» 


x zu Verzweigungspunkten, denn nur für diese kann verschwinden 


können, bilden wir uns das „zum singulären Punkte a‘ gehörige Funda- 
mentalsystem“ z,,, 2,. Der Integralquotient: 


7 


ei 


=n 


[A 


l 


erleidet durch einen einfachen Umgang der unabhängigen Variabeln y, um 


*) Vergl. Riemann: Ges. Werke S. 298 ff.; S. 415, 416; Fuchs, dieses Journal Bd. 59 
S. 151; Poincare ]l. c. S. 229. 
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a” die Substitution ZU” E),, und aus den für die Coeffieienten dieser Sub- 
stitution gefundenen Ausdrücken folgt leicht, dass die zum singulären Punkte 
a” gehörige Fundamentalgleichung zwei gleiche Wurzeln hat, dass also 
in der Umgebung dieses Punktes: 


ER (OYN4 (N 
Aa = (yu—a, 7 P,(y,la, ) 


\« 


l 


a. = (ma) Pla) +Pıyla)log(y—ar”)|, 


wo P,, P, nach ganzen Potenzen von (y,—ay’) fortschreitende lteihen be- 


deuten und für z=n, d.h. a ’=x, an Stelle von 4,—a/” zu nehmen ist 
1 . 
- Da im Punkte y,=a‘” sowohl 7 als auch dessen Ableitungen be- 


stimmte Werthe haben, können P,, P, nieht unendlich viele negative Po 
tenzen enthalten, die Gleichung (A.) gehört folglich zu der von Herrn 
Fuchs *) charakterisirten Klasse linearer homogener Differentialgleichungen. 
welche ich bei einer früheren Gelegenheit als Fuchssche Klasse bezeichnet 
habe. Die Differenz der Wurzeln der zu a{” gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung muss eine ganze Zahl sein, und da x, eine eindeutige 
Funetion von n ist, folgt hieraus, nach den Prineipien von Herrn Fuchs **),. 
dass diese Wurzeln einander gleich sein müssen. Da ferner in (A.) deı 
Coefficient von z gleich Null ist, hat jede dieser Wurzeln für einen im 
Endlichen gelegenen singulären Punkt den Werth 4, für den unendlich fernen 


Punkt dagegen den Werth —i. P,, P, sind demnach im Punkte y, = a“ 
endlich und von Null verschieden, und aus der 'T’heorie der linearen Difte- 


\ 


rentialgleichungen folgt nun leicht ***), dass Q,(y,) die Form hat: 


.z n 3 rn n 1 ( (y,) \? 
(m, 1) -1]9) IP; )-/1 — RO | 
/ “—] Y, — (0. 


a ig) = no 
\ ) 0 Yu) 4g(y,)" 


wo 
ne IN 
9(y)= M(y-a,); %=x 
”—]1 
und pl, p&”, ... p\), reale Zahlwerthe sind. Die Form (1.) der Function 


O,(y,) wurde bestimmt aus der Voraussetzung 


&. dass die Differentialgleichung 


(A.) der Fuchsschen Klasse angehöre, dass ihre singulären Punkte y, = «a, 
*) Dieses Journal Bd. 66 S. 146. 

**) ibid. Bd. 89 S. 151 fl. 

***), Vergl. Fuchs, dieses Journal Bd. 76 S. 183. 
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a’, ... al) seien, und dass ihre determinirenden Fundamentalgleichungen 
die doppelte Wurzel 4, bezw. für a’ = & die doppelte Wurzel —1 haben; die 
trotz dieser Bedingungen unbestimmt bleibenden Parameter p{”, p$”, ... pl”; 
bestimmen sich durch die Forderung, dass 9, eine Fuchssche Funetion des 
Integralquotienten sei. 

Für »,=3 wird Q,(y,) durch Gleichung (1.) vollkommen bestimmt, 
es ist nämlich, wenn wir überdies a’ = 0, a’ = 1 wählen: 
du) = —4 Zum Ku en 

y(9—1) 


die Differentialgleiehung (A.) lautet also: 


d’z 177 sy +1 


a - = a = 0) 
de ul —1)’ 


und stimmt demnach im Wesentlichen mit derjenigen überein, welcher die 
Periodieitätsmoduln eines elliptischen Integrals erster Gattung als Funcetionen 
des Moduls genügen. Die Function 7 von 9, ist also in diesem Falle iden- 
tisch mit der zuerst von Herrn Hermite in die Analysis eingeführten Modul- 
funetion, deren ausführliche "Theorie Herr Fuchs *), von der angegebenen 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung ausgehend, entwickelt hat. 

Wenn a, >53, haben wir bei willkürlich gegebenen realen Werthen 


a { } ( 
der a‘ , a) A ee u 1 


(Yo) = lim 4( u. . 
Qulyu) en 


die Parameter pl”, pi”, ,.. pl’, lassen sich also stets so bestimmen, dass 9, 
eine Fuchssche Funetion des Integralquotienten ist **); wir wollen nun noch 
nachweisen, dass diese Bestimmung jener Parameter nur auf eine einzige 
Weise möglich ist***). Um diesen Beweis liefern zu können, bedarf es 
jedoch noch einiger Bemerkungen über die Differentialgleichung (A.). 

Es ist in der Umgebung des Punktes y,= a‘: 


»y2 
- = loe(y,— a) + W, (yulal”), 


u 
wo %, eine nach positiven ganzen Potenzen von y,—a;” fortschreitende Reihe 
bedeutet. Sei nun 


*) Dieses Journal Bd. 83. 
KEN 


) Vergl. Poincare: Acta Mathematica Bd. I S. 234, Bd. IV 8. 235— 278. 
“**) Vergl. Poincare ibid. Bd. IV S. 231 #. 
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Zul 
£ Ena: 4 op 
Su — Cı 3 +62 2] (Ku Wu 
C; C59 -C15 C51 -—_ 5 
un u Zu | Eu. _ | u 4 . 
3.2 = Cı ı TC 2 


so ist leicht einzusehen, dass die Funetion 


f' . an ı (0) 
u en +eci”) B (V) B.(y. a, 


,=e = (yu—a,')e 
ungeändert bleibt, wenn y, einen Umlauf um a‘ vollzieht, und dass y, eine 
allenthalben eindeutige Function von S, ist, die aber in der Umgebung 
der Punkte $,=d,, welche den von a“ verschiedenen Werthen 9, = al 


4.=1,2,..2—1,2+1,...n,) entsprechen, in der Form 


\ 
\ 


1 
darstellbar ist, wo B eine nach positiven ganzen Potenzen der in Parenthesen 
stehenden Grösse fortschreitende Reihe, ı,, «u, ... Constante bedeuten, d.h. 
y, als Function von S, besitzt in den Punkten d, (Az) eine wesentliche 


Singularität. >MSetzen wir: 


1 n—1 
c\*) + e\ ı) c\*) N L_ gi) 
’P — e 3 11 w- 
so Ist: 
5, = const.qg, 


und folglich y, auch eine allenthalben eindeutige Function von gq,. 
Vollzieht y, einen einfachen Umlauf um den Punkt a“, so «eht r 

über in: 

ex) _ Ziel” 1+2nicVch))n 


N 


1—2nicl) el) — Ziel n 

diese lineare Function muss die Peripherie des Einheitskreises der n-Ebene 
in sich selbst transformiren, und die sich hieraus für ce, ec) ergebenden Be- 
dingungsgleichungen lehren, dass: 


l N —1 
h j\ / / 
senR( - ) — son! modr — l . 

re I +) cCdn+c“) el: a 


Es ist demnach, wenn modn <1, auch modq, < 1, und wenn modn =1., 
A .n 

auch modg, =1(x<=1,2,...n,). Es ist also y, für z=1, 2, ... m —1, 
Y, 


für z=n,, eine innerhalb des Einheitskreises der q,-Ebene holomorphe Fune- 
tion von q,, die für Werthe von g,, deren absoluter Betrag grösser als ] 
ist, nieht existirt; die Punkte der Peripherie dieses Einheitskreises, welchen 
überhaupt Werthe der Funetion y, entsprechen, gehören zu den Punkten 
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y.= a,’ (4x) und sind demnach wesentlich singuläre Stellen für diese Func- 
tion, während für y,= al” ist: 


242 s c(%) 
„ = %, also en d.h ,=0. 
ro 12 


In der Umgebung von q,=0, d. h. innerhalb des Einheitskreises der g,- 
Ebene ist y, entwickelbar nach positiven ganzen Potenzen von q, für 2 = 
2,...n—1, während für z = n,, für welchen Werth wir q, = g setzen wollen: 
1 2 
(2.) —= Ag+Aqg +, 


wo A, von Null verschieden ist, und diese Reihe convergirt für alle Werthe 
von q, deren absoluter Betrag < 1*), stellt uns also die Funetion y, in ihrer 
Totalität dar. 

Wir formuliren nun den zu beweisenden Satz in folgender Weise. 
Durch unseren Iterationsprocess haben wir die Differentialgleichung (A.) 
mit den singulären Punkten af”, a$”, ... a“) erhalten; möge 


(B.) an = R(y,).w 


0 
eine andere Differentialgleichung sein, welche zur Fuchsschen Klasse ge- 
hört, deren singuläre Punkte dieselben sind wie die von (A.), deren deter- 
minirende Fundamentalgleichungen für die im Endlichen gelegenen singu- 
lären Punkte sämmtlich die doppelte Wurzel 4, für den unendlich fernen 


.,)) 


Punkt die doppelte Wurzel —]; haben, und wo y, eine Fachssche Function 
des Integralquotienten & ist; dann soll gezeigt werden, dass (B.) mit (A.) 
identisch ist. 

ezeichne w,, ww, ein Fundamentalsystem von (B.), für welches 


WW, 


X 


w, ® 
dann ist y, eine eindeutige Funetion von £, die ungeändert bleibt, wenn auf 
- eine Gruppe E, von linearen Substitutionen angewandt wird, welche die 
Peripherie des Einheitskreises der Z-Ebene in sich selbst transformiren. 
Man sieht leicht ein, dass alsdann die [-Werthe, welche den singulären 
Punkten y,=af”, aS”, ... a; entsprechen, auf der Peripherie des Einheits- 
kreises gelegen sind, mögen die diesen Punkten entsprechenden Werthe 


eines bestimmten Zweiges der Funetion {© sein &, &, ... &. Das zum 
g - 13 ) 


*) Vergl. Poincare, Acta Mathematica Bd. I S. 215. 
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Punkte y,= al) = x» gehörige Fundamentalsystem sei: 
Ds = Yı Wı 7/2 W: | 
WO. = YıWı n 2 72%: 
und setzen wir 


g= ent ustru 


so entspricht dem „, = x der Werth g=0, und wenn modl =1, ist auch 
modg =1; die den singulären Punkten y,= a}, aS”, ... a‘), entsprechen- 
den g-Werthe liegen also auf der Peripherie des Einheitskreises. In der 
Umgebung von g=0 ist y, eine holomorphe Funetion von q, also holo- 


eilt demnach die Ent- 


Oo 


morph für modg <1, und für diese Werthe von g 
wiekelung: 
1 
7 2 
(3.) — = B,g+B,g +, 
> Y 
wo B, von Null verschieden ist. Aus den Gleichungen (2.), (3.) folgt nun- 
mehr, dass für modg <1 und modg <1, g eine eindeutige Funetion von 


q und g eine eindeutige Funetion von g sei, es ist also der Quotient 


( 

ut 

q 
eine eindeutige Function von q für modgq <1 und eine ebensolche Function 
von q für modg <1. Sei 


q=r+s, 
M = logmodt, 
so genügt N der partiellen Difterentialgleichung 
o’M o’M 
(4.) + = (0, 
or“ Os” 


während 3, als Funetion von g die Differentialgleichung 


u: w° 
dq gllogg)‘y}, 
ER E04 5 r 
befriedigt, und Pe ist ein in der Umgebung von g = 0 holomorphes Integral 
. rn ' ’ \ i dı ’ 
dieser Differentialgleichung *). Dasselbe bleibt holomorph, solange "”° eine 


dq 


*) Verel. Fuchs, dieses Journal Bd. 83 8. 25. 
Journal für Mathematik Bd. CV, Heft 3. 
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holomorphe Function von y, und q ist *), also jedenfalls für modg <1. Sei 
%,,, %, das zum singulären Punkte y,= af” gehörige Fundamentalsystem 
der Differentialgleichung (B.) und 


WW. RR rast L 
Wxı yo) (d—8) | 
1 c—1 
er Hr 
g. = 


dann ist ,=0 für y„=a”, und y, ist eine holomorphe Function von g,, 
wenn modg, < 1. Es lässt sich daher in der y,-Ebene ein den Punkt a“ 
in sich schliessender Bereich f, abgrenzen, innerhalb dessen modg, stets 
kleiner ist als 1. Aber so lange modg, < 1, bleibt modZ entweder stets 
kleiner oder stets grösser als 1, d. h. alle S-Werthe, welche y,-Punkten 
des Bereiches f, entsprechen, liegen entweder sämmtlich innerhalb oder 
sämmtlich ausserhalb des Einheitskreises der &-Ebene. Sei nun g=o, ein 
Punkt der Peripherie des Einheitskreises, welcher dem =, entspricht, 
dann werden in einer gewissen Umgebung von o, die qg-Werthe, welchen 
überhaupt Stellen der Funetion y, entsprechen, entweder sämmtlich inner- 
halb oder sämmtlich ausserhalb des Einheitskreises der g-Ebene liegen, aber 
da 9, innerhalb dieses Einheitskreises holomorph ist, wird man o, mit einem 
theils im Innern theils ausserhalb des Einheitskreises verlaufenden Bereiche 
umgeben können, in dessen ausserhalb dieses Kreises gelegenem Theile sich 
kein qg-Punkt vorfindet, der einem y,-Werthe entspräche. Nehmen wir 
nun an, es gäbe auf der Peripherie des Einheitskreises der q-Ebene einen 
Bogen o von endlicher Länge, dessen einem Endpunkte o der singuläre 
Werth y,= a“ entspricht. auf dem sich aber sonst kein Punkt findet, in 
welchem die Funetion y, von q entweder nicht existirt oder gleich einem 


E EL. . 
der singulären Werthe af”, a®”, ... a”, wird, dann wäre u längs o holo- 
aq 
morph; es liesse sich daher **) y, über den Bogen o hinweg nach dem 


ausserhalb des Einheitskreises gelegenen Theile der g-Ebene als holomorphe 
Function fortsetzen und bliebe auch in diesem ganzen Theile holomorph. 
Dann würden aber auch den ausserhalb des Einheitskreises gelegenen Punkten 


*) Briot et Bouquet, Journal de l’Ecole Polytechnique Cah. 36 p. 158. 
“*) Vergl. hierfür, wie für die ganze Schlussweise: Fuchs, 1. ce. S. 2 
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der Umgebung von oe Werthe der Function y, entsprechen, was den früher 
sefundenen Resultaten widerspräche. Ein solcher Bogen o kann sich folg- 
lieh nicht vorfinden, d.h. es giebt in jeder Nähe eines jeden Punktes der 
Peripherie des Einheitskreises der g-Ebene Stellen, wo die Function y 
wesentlich singulär ist oder gar nicht existirt, und hieraus schliessen wir, 
dass den g-Werthen, deren absoluter Betrag gleieh 1 ist, g-Werthe ent- 
sprechen, deren absoluter Betrag ebenfalls gleich 1 ist, und umgekehrt, dass 
also für modg= 1 modt =1, also M=0 ist*). Da aber M eine holomorphe 
Funetion von r, s ist (für "’+s’<Z 1), die der partiellen Differentialgleichung 
(4) genügt, folgt, dass M identisch Null ist, und also 


modg = modg, 
d.h. 
q — e"'gq. 
wo 3 eine Cgnstante, und endlich 
+ u 
7 = . 
vc—+o 


wo 4, u, v, o Constante bedeuten, und hierdurch ist unser Satz bewiesen. 


v1. 
Sowie y, als Fuchssche Function von n mit der Gruppe @, durch 


die Differentialgleichung 


AN Y, (We) r ) En 


definirt wird, wo Q,(y,) die zn Gleichung (1.) Nr. V gegebene rationale 
Funetion bedeutet, genügt auch die Fuchssche Funetion y, mit der Gruppe 
@, einer Differentialgleichung derselben Art, welche aus (1.) entsteht, indem 
man daselbst y, durch seinen rationalen Ausdruck in y, ersetzt. Da 


al" )dr’ = 4, ")ayi+ a7 )aı?, 


so hat die Differentialgleichung für y, die Form: 


DPCHELCHT TE 


dn 


Wo 


*) Vergl. Poincare, Acta Mathematica Bd. IV S. 231. 232. 
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3) 9) = Ab) a, 


und die rationale Funetion Q,(y,) ist aus den Werthen ai”, a”, ... a) (= x) 
auf analoge Weise gebildet, wie Q,(y,) aus den al”, as”, ... a’(= x), sie 
enthält also »,,,—3 algebraisch nicht bestimmbare Parameter. Wenn die 
n,—3 Parameter von Q,(y,) so gewählt sind, dass y, eine Fuchssche Fune- 
tion von n ist, und zwischen y, und y, die Gleichung (2.) Nr. II besteht, 
so ist in dem durch Gleichung (3.) bestimmten Q,(y,) über die in demselben 
enthaltenen (n,,,—5) Parameter auch derart verfügt, dass y, eine Fuchssche 
Funetion von n ist. Die Gleichung (2.) Nr. II liefert uns also eine Trans- 
formation *) der Differentialgleichung (1.) in eine Differentialgleichung (2.) 
von gleicher Beschaffenheit, ebenso wie bei Jacobi **) die Differentialgleichung 
ydy N’ 
\.dz 


in die Differentialgleichung 


‘de \“ 2 ıN ER .‘ 
e: ) = #ll-e).(1-xz)) 


= (1-y)).(1-4y) 


durch die Gleiehung 

Iy-U = 0 
transformirt wird. Wir können also füglich y, als eine aus y, durch rationale 
Transformation entstandene Fuchssche Function bezeichnen, und die Analogie 
mit den rational aus einander transformirten elliptischen Funetionen ist auch 


darin hergestellt, dass die Gruppe von y, eine Untergruppe mit endlichem 


t**®), Ferner ist auch hier, wie bei den 


(Juotienten der Gruppe von y, Is 
elliptischen Funetionen 
limn, =n, 
i=x 
wo n, eine lineare Function von y,, und wir haben folglich 
lim Q,(y,) =U, 
1=R 


eine Gleichung, die bei gegebenen Werthen der a”, a”, ... al), zur 


n 


näherunesweisen Berechnung der Parameter p!”, p$”, ... pl”, dienen kann. 
oO o l ı 1 


*) Man verel. hierfür Herrn Kummers Abhandlung über die hypergeometrische 
teihe, dieses Journal Bd. XV 8.39 ff. 

“*) Gresammelte Werke (1851) Bd. I S. 87, 88. 

“**) Vergl. Poincare, Acta Mathematica Bd. IV 8. 287. 






























Ueber die Beziehungen zwischen den sechzehn 
Thetafunetionen von zwei Variabeln. 


(Von Herrn F. Schottky in Zürich.) 


$1. 


i 

\ ir betrachten das System der sechzehn T'hetafunetionen von zwei 
Argumenten. Die ungeraden bezeichnen wir als ©,, ©, ... %. Den drei- 
gliedrigen Combinationen der Zahlen 1 bis 6 sind dann die geraden Fune- 
tionen zugeordnet, und zwar complementären Combinationen dieselbe Funetion: 
so it 3 = (ss U.8.f. Dagegen entsprechen den fünfzehn Combinationen 
zu zweien: 12, 13, ... 56 die sämmtlichen unter einander ineongruenten 
halben Perioden. 

Die Funetionen ©, sind durch ein System homogener quadratischer 
Gleichungen verbunden, und zwar hat man in diesem zwei Gruppen zu 
unterscheiden: erstens lineare Relationen zwischen den Quadraten, und zwei- 
tens solche zwischen den Produeten verschiedener ©. Geht man von den 
(sleichungen der ersten Art aus, so kann man dureh sie sämmtliche Grössen 
5, als lineare Funetionen von vier Veränderlichen X, Y, Z, W ausdrücken. 

Die Gleichungen der zweiten Gruppe zerfallen, den einzelnen halben 
Perioden entsprechend, in fünfzehn besondere Gruppen. Zur Periode 56 
eehören die acht Produete: 

I. I, 56: I, 56; MO GG: 
ER a 


Die Reihe I enthält nur ungerade, die heihe II nur gerade Functionen; 
zwischen je drei Gliedern einer solchen Reihe besteht eine homogene lineare 
Gleichung. 

Nimmt man zu den Gleichungen der ersten Gruppe noch irgend eine 
von diesen Gleichungen der zweiten Art hinzu, gleichviel welche, so erhält 
man eine biquadratische Relation zwischen X, Y, Z, W, die Gleichung der 
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Kummerschen Fläche. Es ergiebt sich also auf diese Weise eine Darstellung 
aller geraden Abelschen Functionen, die zu einer bestimmten Klasse ge- 
hören, rational durch die homogenen Coordinaten eines variabeln Punkts 
der Kummerschen Fläche; für die ungeraden Funetionen muss noch eine 
Irrationalität hinzugefügt werden. 

Dies ist bekannt. Zu einer anderen Darstellung aber gelangt man, 
indem man die Relationen der zweiten Gruppe zum Ausgangspunkt wählt: 
und zwar kann man sich auf dieses System beschränken; denn die linearen 
Itelationen zwischen den Quadraten sind eine Folge desselben, wenn dies auch 
nicht ganz unmittelbar zu erkennen ist. Die Coefficienten der Gleichungen, 
die wir benutzen, werden wir nicht bestimmen; denn bei unserer Unter- 
suchung ist nur die Form der Relationen von Wichtigkeit, und diese ist 
dureh die Aufstellung der beiden Systeme I und II bereits gegeben. Es wird 
sich also nichts ändern, wenn wir uns jedes T'heta mit einem willkürlichen 
constanten Factor behaftet denken. Auch können wir alle sechzehn Grössen 
9, noch mit einem und demselben variabeln Factor multiplieiren, da die 
Itelationen, die wir zu betrachten haben, sämmtlich homogen sind. 


Ur 
DV 


Wir setzen: 
(1)  0,0,9,0,, = F.; 


Auf diese Weise sind, den zwanzig möglichen Combinationen ey der Zahlen 
I bis 6 entsprechend, ebensoviele Grössen F definirt. Aus den Gleichungen 
les Systems I, das im vorigen Paragraphen aufgestellt wurde, geht nun 
Folgendes hervor: Wenn man aus diesen zwanzig Grössen F irgend drei 
auswählt, deren Indices zwei gemeinsame Elemente haben, z.B. Fiss, Fass. 
F;, so sind diese drei Grössen durch eine lineare homogene Gleichung 
mit constanten Coefficienten verbunden. Auf diese Weise ist es möglich, 


F,; und FR, durch F, und Fs. 
F.;, und F, durch FR, und Fs 


auszudrücken, u. s. f. Man erkennt leicht, dass sämmtliche zwanzig Grössen 
F sich als lineare homogene Funetionen von 


‘ „v A 7 
(2.) Fzs6; F;ss, F;,;; F;. 


ausdrücken lassen; dass aber diejenigen Grössen, wie Fix, Fi U. 8. f., deren 
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Index das Element 6 enthält, auch schon durch die drei Grössen 


(3.) F345, Fzs, F;;. 


allein dargestellt werden können. — Es seien nun: 
Be 


vier lineare Funetionen der Grössen (2.) mit nicht verschwindender Deter- 
minante. Dann werden sämmtliche F,;, lineare Funetionen von x, y, 23, w. 
Es muss ein Werthsystem 


sei, y-b, 53=0, vw=d, 


geben, für welches diejenigen zehn linearen Ausdrücke F,;, verschwinden, 
deren Index das Element 6 enthält; denn, wie eben bemerkt, sind hierzu 
nur drei Gleichungen erforderlich. Ebenso müssen fünf andere constante 
Werthsysteme 


na ei 


existiren von solcher Beschaffenheit, dass allgemein die lineare Funetion 
F,;, gleich O0 wird, sobald für x, y, 2, w eins der drei Werthsysteme 


(a,. b 


\ 7) 


0 fe Bi) a, b, ee, A) 


0.9 
gesetzt wird. 

Wir betrachten das veränderliche Werthsystem (r,y,z,w) und die 
sechs festen (a,,b,, c,,d,) als die homogenen Coorldinaten eines veränder- 
lichen und sechs fester Punkte im Raume. F,;,=0 ist dann die Gleichung 
einer Ebene, welche durch die Punkte «, 5, y hindurchgeht. Nimmt man 
die festen Punkte als gegeben an, so ist auf diese Weise jede der zwanzig 
linearen Funetionen F,;, definirt bis auf einen constanten Faetor. 


8 
Betrachten wir jetzt das System II in $ 1. Hier folgt, dass 0,0, 
sich homogen und linear durch 


I,9 und Os Ip; 


ausdrücken lässt. Multiplieirt man alle drei Produete mit 
9,9,0,0,9 


und setzt: 


(1). 9&909,09,9 = DI 


b 
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so folgt eine Gleichung: 
(2.) I1.9, = AF.»F3s+ BF, 3153 

in der A und B Constanten bedeuten. Der Ausdruck auf der rechten Seite 
setzt sich zusammen aus zwei quadratischen Functionen, die in den Punkten 
1, 2, 3. 4, 5 verschwinden. und zwar im Punkte 5 von der zweiten Ord- 
nung. Da man aber bei dieser Darstellung jeden der Punkte 1, 2, 5, 4 
auch mit 6 vertauschen kann, so muss der Ausdruck auf der rechten Seite 
im Punkte 6 ebenfalls verschwinden. Wir erhalten also: 

38) 2. = 6, 
wo G, eine quadratische Funetion von z, y, 3, w bedeutet, die in allen 
sechs Hauptpunkten verschwindet, und zwar im Punkte 5 von der zweiten 
Ordnung. @G,=0 ist die Gleichung eines Kegels zweiten Grades, dessen 
Spitze durch den Punkt « gebildet wird, während auch die fünf übrigen 
Punkte auf der Fläche liegen. 

In ganz ähnlicher Weise lassen sich aber auch die übrigen Grössen 
/I.O;,;,, ausdrücken. Es ist 
(4.) 9,0,0,0,3 = Fıa, 
5) 0,990 = Fis- 
Da aber zugleich: 
Os = On 

ist, so folgt: 

(6.) I. 1; = (33. 
wo G,, das Product 

(7.) G3 SIR F 23 Fiss 
bedeutet. Auch dies ist eine homogene quadratische Function von z, y, 2, 
:o, die in den sechs Hauptpunkten verschwindet. Für alle sechzehn Indices 
eilt also jetzt die Formel 

(8) Zu = 


wo jedes @,, eine quadratische Function bedeutet, die in den sechs Punkten 
verschwindet. Es giebt vier linear unabhängige Functionen, die dieser Be- 
dingung genügen. Nennen wir ein solches System 

2... WW, 
so sind die sechzehn @, lineare Funetionen dieser vier neuen Variabeln, 
die wir ebenfalls als Coordinaten eines Raumpunkts auffassen wollen. Und 
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zwar sind es diejenigen besonderen linearen Ausdrücke, welche, als quadrati- 
sche Funetionen von z, y, z, w betrachtet, entweder zerfallen oder in einem 
der sechs Hauptpunkte von der zweiten Ordnung verschwinden. 


$s 4. 
Aus den Gleichungen (4.) und (3.) im vorigen Paragraphen folgt ferner: 
Pr. 90,0, 
‚iR A 
Ebenso ist: 
Pi... 0,9, . 
Ara 7.7 
folglich: 
F 23 F, 6 (‚ 
Flur Ai 
Wir erhalten also: 
® 
ana. N 00 NER.n 200 ZUR 


Da diese Gleichung auch bei Vertauschung der Indiees 3 und 5 bes 
bleiben muss, so ist auch 

(2.) F; 23 Fiss Fins F, 6 F, 3 F 56 Fıi2s F, 6 V. 
Dies sind Relationen zwischen den Veränderlichen z, 9, z, w; die Ausdrücke 
auf der linken Seite stellen sämmtlich ganze Funetionen vierten Grades 
dar, welche in den sechs Hauptpunkten von der zweiten Ordnung ver- 
schwinden. 

Bezeichnen wir für den Augenblick die Determinanten, welche „e- 
bildet sind aus dem variabeln Werthsystem z, y, 2, w und je drei der sechs 
festen, mit D,;,. Dann kann sich F,;, von D,;. nur um einen constanien 
Factor unterscheiden. Aus (2.) folgt dann: 

D,3D 16 Dis Dis — € Dis Dis Dis Din = 0. 
D» DD, Das —-eDa»Dus Ds Din = 0, 


wo e und e Uonstanten bedeuten. Subtrahirt man beide Gleichungen. so 
ist nach einem bekannten Determinantensatz 

Du Dual = DaosDis; 
dies wird also gemeinsamer Factor in der Differenz. Lässt man denselben 
fort, so ergiebt sich: 

DD. = cD,;D 3 — ec Di; Di. 


Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 3. 
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und dies muss eine Identität sein. Hieraus folgt: 
e=c =]; 


die Gleichung (2.) bleibt also auch bestehen, wenn man für die Grössen 


F,;, direet die Determinanten-Ausdrücke D,;, substituirt. 


Daraus geht aber hervor, dass die Gleichungen (2.) — und ebenso 
(1) — identisch sind mit derjenigen Beschränkung, welcher der Punkt 


x, y, 3, w unterliegen muss, wenn von ihm aus ein Kegel zweiten Grades 
construirbar sein soll, welcher durch die festen Punkte 1 bis 6 hindurch- 
geht. Bezeichnen z,, %, 2, %@, die Coordinaten irgend eines Punktes, der 
dieser Bedingung genügt, so muss eine lineare Function von X, Y, Z, W 
existiren, deren vier Ableitungen im Punkte x, Y, 2, %, verschwinden. 
Die Ausdrücke auf der linken Seite der Gleichungen (1.) und (2.) sind des- 
wegen der Funetional-Determinante von X, Y, Z, W, die wir mit D be- 
zeichnen wollen, proportional. 

Die Fläche der Kegelspitzen, D=0, wird zuerst erwähnt in einer 
Abhandlung von Weddle: „On the theorems in space analogous to those 
of Pascal and Brianchon in a plane“. Camb. and Dubl. Math. Journal, 
t. V, 1850. Ich entnehme dies einer Cayleyschen Arbeit: „Sur les eönes du 
seeond ordre qui passent par six points donnes“.  Comptes rendus 1861. 
Von Herrn @eiser (Ueber zwei geometrische Probleme, dieses Journal Bd. 67) 
rührt die Definition der Fläche als Ort der sich selbst entsprechenden 
Punkte einer reeiproken "Transformation her. Herr @eiser erwähnt sechzehn 
besondere Linien, die auf der Fläche liegen. Dies sind folgende: 

l. Die Raumeurve dritter Ordnung, welche durch die sechs ge- 
sebenen Punkte bestimmt ist. Bekanntlich geht durch diese Curve jeder 
Kegel zweiten Grades, dessen Spitze einer der sechs Hauptpunkte ist, und 
auf dem ausserdem die fünf übrigen Punkte liegen. Es verschwinden also 
in dieser Curve, die wir A, nennen wollen, die sechs Funetionen @,,... @;, 
während @,, ete. von 0 verschiedene Werthe erhalten. Dass die Linie 4, 
auf der Fläche D=0 liegt, geht unmittelbar aus der Form (1.) hervor, in 
der diese Gleichung im vorigen Paragraphen zuerst dargestellt wurde. 

Il. Die geraden Verbindungslinien der Hauptpunkte. Diese wollen 
wir als Ay, As 22. An bezeichnen. In 4A, verschwinden die vier linearen 
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Ausdrücke Fa, Fir. Firs: Fi, also auch die quadratischen @.. @,,. ete., 
ausserdem @, und @,, während die übrigen Flächen @,=0 die Linie A, 
nicht enthalten. Aus der zweiten Form der Gleichung D=0 geht hervor, 
dass A, auf dieser Fläche liegt. Es verschwinden in dieser Linie die 
Funetionen: 

GO, 9, Is; 124° 7125; 1204 
während die übrigen © von O verschiedene Werthe annehmen. 

Zu jeder von den angegebenen sechzehn Linien gehört also eine 
(sruppe von sechs T'hetafunetionen, welche längs derselben verschwinden. 
Zu 4, gehören die sechs ungeraden, zu 4,;, diejenigen sechs, welche aus 
den ungeraden entstehen durch Vermehrung der Argumente um die halbe 
Periode «@9. Wenn die sechs ungeraden T’hetafunetionen gemeinsam ver- 
schwinden, so müssen nothwendig die Argumente constant, und zwar „leich 
oder eongruent O0 sein. Es entsprechen also den sämmtlichen Punkten der 
Linie 4, die Werthe «=0, «=0. Ebenso sind längs der Linie A,; die 
Werthe der Argumente constant, und zwar gleich der halben Periode «7». 
Es folgt hieraus, dass die Quotienten der Coordinaten r, y, z, w Abelsche 
Funetionen sind, welche unbestimmt werden für «=0, « =0 und diejenigen 
Werthe, welche den halben Perioden entsprechen. Ausserdem liegt noch 
auf der Fläche D=0 die Schnittlinie des Ebenenpaares F,=0, Fs=V. 
Hier verschwindet 9,,, = 0;,,. während die fünfzehn übrigen Funetionen von 
0 verschieden sind. Die Argumente bleiben deshalb längs dieser Linie 
variabel. 


$ 6. 
Bei der folgenden Untersuchung betrachten wir x, y, z, w als un- 


abhängige Grössen: wir sehen also ab von der Gleichung, welche zwischen 
ihnen besteht. Wenn wir setzen: 


z ß ' re „r 
= S. J 1, -- be} 
[ZB mn ZB 2 
A ; } Z 
= —=Ä\, er II, us 2 vv. 
„ 2 2 


so sind 4, «u, v gegeben als rationale Funetionen von S, 7, ©; wir können 


j 


= 


aber auch umgekehrt S, „7, © als Funetionen von 4, u, v auffassen. 


Es seien 


"a 


Ss us Ss hun Us V 
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irgend zwei bestimmte zusammengehörige Werthsysteme. Die drei Glei- 
chungen zweiten Grades 


X—-1,W=-0, Y-uW=0, Z-vr,W=0 


werden dann erfüllt durch das Werthsystem 


(2, Y, 3%, w) en (So; N» Co; 1) 


und durch diejenigen, welche den sechs Hauptpunkten entsprechen. Es 
siebt aber acht Schnittpunkte dieser drei Flächen zweiten Grades, und durch 
sieben derselben ist der achte eindeutig rational bestimmt. Folglich giebt 
es ausser dem Werthsystem &,, 7,, & noch ein zweites &,, 7%, Cu, welches 
zu demselben Werthsystem A,, 4, v, gehört. 

Einem Werthsystem A, u, v entsprechen also zwei Werthsysteme 
<,n,{, die durch Auflösung einer quadratischen Gleichung gefunden werden. 
Z 


13 


_— 


vei solche zusammengehörige Werthsysteme wollen wir conjugirt nennen; 


(a ! “e! 


&, n, & das eine, &, 


! ! 


n, © das andere, so können , 7‘, als rationale 


or 


Funetionen von £&, n, © dargestellt werden, deren Coeffieienten rational sind 
in den Coordinaten der sechs festen Punkte. Dieselben rationalen Ausdrücke 


stellen &, 7, & als Funetionen von S, n', © dar *). 


oe 


Offenbar kann jede rationale Function von £, n, © zerlegt werden 
in einen Theil, der ungeändert bleibt, wenn man für &, 7, © das conjugirte 
Werthsystem einsetzt, und einen zweiten, der bei dieser Transformation nur 
sein Vorzeichen ändert. Der erste Theil muss sich offenbar rational durch 
,, u, v ausdrücken lassen, der zweite als Quadratwurzel einer rationalen 
Funetion von 4, u, v; und es genügt, eine einzige Funetion dieser zweiten 
Art aufzustellen. 

Wir betrachten die ganzen Functionen vierten Grades von x, Y, 2, 
w, welche in den sechs Hauptpunkten von der zweiten Ordnung verschwin- 
den. Die Anzahl der linear unabhängigen Functionen dieser Art ist 11; 
denn die allgemeine Function vierten Grades hat 35 Coefficienten, zwischen 
denselben aber sind 4.6 Bedingungsgleichungen gegeben. 

Zu diesen Funetionen gehören zunächst alle quadratisch aus X, Y, 
Z, W gebildeten Ausdrücke; diese erschöpfen 10 der 11 Functionen; es 
muss also noch eine elfte existiren, die sich nicht quadratisch aus X, Y, 
Z. W zusammensetzen lässt. Eine solche wollen wir mit Q bezeichnen. 


*) Vgl. $ 10 der eitirten Geiserschen Abhandlung. 
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Bilden wir nun aber einen Ausdruck von dieser Form: 

V= A40’+BOQ-+C, 
wo A eine Constante, B eine beliebige quadratische, € eine Funetion vierten 
(srades von X, Y, Z, W bedeuten soll, so stellt dieser eine Funetion achten 
(srades von z, y, z, w dar, die in den sechs Hauptpunkten von der vierten 
Ordnung verschwindet. Die Anzahl der linear unabhängigen Funetionen 
dieser Art ist 

9.10.11 


1.2.3 


6.20 = 4. 
die Anzahl der in V enthaltenen Üoeffieienten aber: 
1+10+35 = 46. 


Folglich muss es möglich sein, diese Coefficienten so zu bestimmen, dass 
} identisch 0 wird. 

Nehmen wir dies an, so kann der Üoeffieient A nicht 0 sein, weil 
sonst entweder eine Gleichung zwischen X, Y, Z, W bestehen würde, oder 
0 rational durch diese Grössen ausdrückbar wäre. Beides ist nicht der 
Fall; folglieh können wir A= 1 annehmen. 

Dann aber können wir Q durch Q—1B ersetzen, ohne dass die vor- 
ausgesetzten wesentlichen Eigenschaften von Q aufgehoben werden. Die iden- 
tische Gleichung F = 0 geht dann über in eine Gleichung von dieser Form: 

0’—-M =, 
wo M eine ganze Funetion vierten Grades von X, Y, Z, W bedeutet. Wir 
erhalten also den Satz: 

Es giebt eine Function vierten Grades O(x,y,z,w), deren Quadrat 


sich als Function vierten Grades von A. Y. Z. W darstellen lässt: 


Q(z, Y, 2, w)| ah MX, E; L, W), 


A 
während Q selbst nicht rational in diesen Grössen ist, und zwar ist O — daher 
auch M — durch die Bedingungen dieses Satzes bestimmt bis auf einen con- 


stanten Factor. 
Der Quotient 


IT ww 


- 


ist zwar rational in den Grössen £, n, {, aber nicht in 4, «u, v; erst g’ lässt 


sich rational in den letzteren Grössen darstellen. g selbst muss deshalb 
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in —q übergehen, wenn die Grössen &, n, © durch das conjugirte System 
ersetzt werden. Hieraus folgt: 

Die Verhältnisse der Grössen x, y, 2, w lassen sich rational ausdrücken 
durch X, Y, Z, W und Y\M(X, Y,Z, W). 

7. 

M ist eine Function vierten Grades von X, Y, Z, W. Wir müssen 
zeigen, dass diese nicht in Factoren niedrigeren Grades zerlegbar ist. 

I. Wir nehmen zunächst an, M enthielte einen Linearfactor f. Als 
abhängig von x, 9, 2, ®w betrachtet, wäre dieser eine quadratische Function, 
die in den sechs Hauptpunkten verschwindet. Eine solche kann kein Qua- 
drat sein, und da Q° durch f theilbar ist, so wäre Q selbst durch f theilbar. 
Nennen wir den übrig bleibenden Factor g: 


= f.9 

so ist y ebenfalls eine quadratische Function von z, y, 3, w. Es wäre dam 
fg —— M, 

also g’ gleichzeitig eine rationale Funetion von X, Y, Z, W, und eine ganze 


von z, 9, 3, w. Folglich müsste g’° auch als ganze Function von A, Y, 
Z/, W darstellbar sein. Daraus folgt aber, dass g in den sechs Hauptpunkten 
0 wird. Mithin müsste g eine lineare Funetion von A, Y, Z, W werden. 
Es wäre also Q= fg eine rationale Funetion von X, Y, Z, W, was der 
Voraussetzung widerspricht. 

Il. Wenn 4 keinen Linearfactor enthält, aber dennoch zerlegbar 
ist, so muss J/ das Produet von zwei unzerlegbaren quadratischen Func- 
tionen K, L der Grössen X, Y, Z, W sein: 

M=K.L=(*. 


lassen wir jetzt X und L als abhängig von r, y, z, w auf, so könnten K 


und Z zerlegbar werden. Es sei y der grösste gemeinsame T'heiler von K 


und Q, und 
4 Ar _—— Dan, 
K=oy, () = 975 


wo «@, 9 Funetionen von x, y, 2, w bedeuten, die keinen gemeinsamen 
T'heiler haben. Dann ist 
ol = 75 


und hieraus folgt, dass y durch « theilbar sein muss. Wir können deshalb 
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y= el setzen und erhalten so: 


K—- ah, ( = ah, L = PM. 


j 


a, # sind Functionen von z, y, 2, w, welche von demselben Grade sein 
müssen. 

a. Seien zunächst «, 5 constant; dann können wir beide gleich 1 
annehmen, wir bekämen also K=L=0, somit wäre Q eine rationale Fune- 
tion von X, Y, Z, W. 

b. Sind «, % linear, so kann « höchstens in drei von den sechs 
Hauptpunkten verschwinden. Es muss also drei Punkte geben, in denen 
oe nicht verschwindet. Diese seien 1, 2, 3. Da der Voraussetzung zufolge 
K eine Function vierten Grades von x, y, 2, w ist, die in allen sechs 
Punkten von der zweiten Ordnung verschwindet, und K == «@'% ist, so muss 
, eine Function zweiten Grades sein, die in den Punkten 1, 2, 5 von der 
zweiten Ordnung verschwindet. Folglich muss 4 mit F,, identisch sein. 
Weil ferner Z in den Punkten 4, 5. 6 verschwindet, 4 aber nicht, und 
a ze an 


I) + 


L= pP ist, so muss 5% = F,„ sein. Es wäre daher Q durch F, 
theilbar. Dies ist eine lineare Function von X, Y, Z, W: durch dieselbe müsste 
auch Q° = MI theilbar sein. Wir haben aber Linearfactoren ausgeschlossen. 

e. Sind e, P quadratische Funetionen, so muss 4= 1 sein. Es 
müssen also e, 5 in den sechs festen Punkten verschwinden. Dann müssen 
sie aber lineare Funetionen der andern Variabeln sein, es wäre also wiederum 
0 eine rationale Funetion von A, Y, Z, W. Wir sehen also: 

Die in $ 6 definirte Function vierten Grades M(X,Y,Z, W) ist un- 


zerlegbar. 
$ 8. 
Wir differentiiren die identische Gleichung 
0? = M 


nach x, y, z, w und nennen die Ableitungen von M nach X, Y, Z, W: 
M,, M,, M,, M. Wir erhalten so: 


R { ( ( 7 ( 12 
Be 

en OL OT OX OX 
ar, 


oy oy 
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Wenn wir diese vier Gleichungen auflösen, so erhalten wir: 

(1) 20.A = M.D, 
wo D die Funetionaldeterminante von X, Y, Z, W, dagegen A diejenige 
von 0, Y, Z, W bedeutet. 

Nun ist D ebenso wie Q eine Function vierten Grades der Variabeln 
7, y, 3, w, welche in den sechs Hauptpunkten von der zweiten Ordnung 
verschwindet. Wir wissen: Alle Functionen dieser Art lassen sich in der Form 

O+H 
darstellen, wo «@ eine Constante, H eine quadratische Function von X, Y, 
Z, W bedeutet. Angenommen nun, es sei 
(2) D= oQ+H, 

und #4 nieht identisch 0, so würde aus der Gleichung (1.) folgen, dass 
W,.H durch Q theilbar ist. M;H’ müsste also durch M theilbar sein, und 
da M, und 4 nur die Variabeln X, Y, Z, W enthalten, so müsste der 
(Juotient eine ganze Function auch von diesen Variabeln sein. Aus der 
Unzerlegbarkeit von M folgt nun, dass entweder M, oder H durch M theil- 
bar sein müsste: beides ist unmöglich, da diese Faetoren von niedrigerem 
(zrade sind als M. Folglieh muss # identisch 0 sein. 

Wir kommen auf diese Weise zu dem Resultat, dass die Funetion 
0 mit der Funetionaldeterminante der Grössen X, Y, Z, W übereinstimmt. 
Damit ist der algebraische Satz bewiesen: 

Das Quadrat der Functionaldeterminante der linear unabhängigen Func- 
tionen zweiten Grades von x, y, 2, w, welche in sechs festen Punkten ver- 
schwinden, lässt sich rational durch diese Functionen ausdrücken, und, indem 
man diesen rationalen Ausdruck gleich VD setzt, erhält man die Gleichung der 
Kummerschen Fläche. 

Denn durch die Grössen X, Y, Z, W sind die sechzehn Funetionen 
/IG;, linear dargestellt worden; ist D=0, so ist auch M= 0: es Ist also 
M=0 die Gleichung vierten Grades, welche zwischen vier T’'hetaquadraten 
oder linearen Funetionen derselben) besteht. 

Zwischen der Kummerschen Fläche und der Kegelspitzenfläche D = V 
ist auf diese Weise eine Beziehung hergestellt. Die Transformation 
hat eine Bedeutung für die Punkte des kaums auch ausserhalb jener 
Flächen, sie ist aber dann nur nach dem einen System von Variabeln 
eindeutig rational. Einem Punkte im Raum der Kummerschen Fläche ent- 
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sprechen im Allgemeinen zwei Punkte des andern Raums. Diese beiden 
Punkte fallen aber zusammen, sobald man den entsprechenden auf der 
Kummerschen Fläche selbst annimmt, weil dann die irrationale Grösse IM 
verschwindet. Die Punkte der Flächen selbst sind daher im Allgemeinen 
eindeutig auf einander bezogen. 

Allerdings erleidet diese Eindeutigkeit Ausnahmen. Beschränkt man 
den Punkt x, y, z, w auf eine der Linien, die wir mit 4 bezeichnet haben, 
so werden sechs von den Ausdrücken 


G„ = A,X+B,Y+C,2+D,W, 


2 


die den Quadraten der T'hetafunetionen proportional sind, O0, während die 
übrigen von O0 verschieden bleiben. Der Punkt X, Y, Z, W wird also dann 
ein fester, und zwar der gemeinsame Schnittpunkt der sechs Ebenen @, =. 
Dies ist ein Knotenpunkt der Kummerschen Fläche. Wir erhalten also das 
Resultat: 

Den Knotenpunkten der Kummerschen Fläche entsprechen in der Kegel- 
spitzenfläche die Raumcurve dritter Ordnung, welche durch die sechs Haupt- 
punkte gelegt werden kann, und die fünfzehn Verbindungslinien der Hauptpunkte. 


$ 9. 


Sowohl durch die Grössen 4, «, v wie dureh &, „, € können alle 
geraden Abelschen Functionen der Klasse rational dargestellt werden. Zur 
Darstellung der ungeraden dagegen ist noch eine Irrationalität hinzuzufügen. 
Wenn man den Quotienten bilden will: 


ob u 9 5 
9,9, 
so ist dieser: 
y 2 
D — Ess uns 1 Fon : 
9:0: G,6, 


Nun ist aber // das Produet der sechs ungeraden "T'hetafunetionen, und 
IT. = G, 
Nennt man P das Produet der sechs Grössen @,. @,, ... @,. so ist demnach 
P='IP, 


IT’ YP; 


wir erhalten also: 
Journal für Mathematik Bd. UV. Heft >. 
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db — II 5 er VP.F,,. 


9,9, G,6, 
Uebrigens lässt sich, wenigstens in gebrochener Form, schon YP rational 
durch z, y, 3, w ausdrücken. Denn es ist 


G,6,G,F,,; a n YP: 
Fıas 4 


es kann mithin YP dargestellt werden als Quotient einer Function siebenten 
Grades durch eine lineare, und zwar kann man als Nenner jeden beliebigen 
linearen Ausdruck wählen. 

Sämmtliche Abelsche Functionen sind jetzt rational ausdrückbar durch 


a - 
x, y, 3, w und YP. Will man aber von einer solchen Darstellung Gebrauch 
machen, so ist es wesentlich, zu wissen, in welcher Art die Argumente , «' 
der 'Thhetafunetionen von den variabeln Grössen z, y, z, w abhängen. 


$ 10. 
Zwischen den drei Produeten 
®, von; 0, OO; - O, O6; 
(1.) \D: = 09,0,4= 9; O3 
(BP; . G; O2 Pr. O; Oz56 
besteht, wie wir wissen, eine homogene lineare Gleichung mit constanten 
Coeffieienten: 





2) PB +mBd+,P, =. 


In dem Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung setzen wir 
an Stelle von 2,, 2,, 2, die Werthe: 





09,,, 
yv, = 6, = 
09,, 
(3.) y = 6: Bias a 
09 
er 7 


und setzen den Werth der Summe: 

4.) ow+toWn+0Y = 8. 
Es lässt sich dann zeigen, dass, bis auf einen constanten Factor, S mit 0,0; 
übereinstimmt. Denn aus den Gleichungen (2.) und (4.) folgt: 


teen) 
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Es ist aber: 


. 9, 
3b ölog( 221 ) 
ö 
av a 7 1 — ich 1 
ae Br; ie ou 
wie aus (1.) und (3.) hervorgeht. Folglich ist S eine T'hetafunetion zweiten 
Grades, die zu derselben Periode gehört wie 2, ®,, 2,; nämlich zur 
Periode 1234 = 56. Zugleich ist S eine gerade Funetion; denn ©, und 
009, A a Er 
—* sind ungerade. Daraus folgt, dass S durch eine lineare Gleichung 
Ou 


verbunden ist mit 

9.9, und 9,9%; 
Da aber S sowohl als 9,9, gleichzeitig mit den Argumenten verschwindet, 
59, dagegen nicht, so muss der Coefficient dieser letzteren Grösse gleich 


0 sein. Es ist also: 


% 9, 3) Bir, 
(5.) 0,0, 2 231 10,0, e 10,0, — = 00,0, 
ou ui ou m Cr N 


WO &,, &, @,, a Uonstanten bedeuten, und zwar &,, &, «a, dieselben, welche 
auch in der Gleichung 
(6.) a0, 0, +: (at; I, = 0 
auftreten. Eine entsprechende Gleichung gilt für die Ableitungen nach x; 
es ist deshalb: 
0,6,d9,,+0% 9 d9;,44+9,d9,, = %9(adu+bdu)). 
Diese letzte Relation kann man wegen der Formel (6.) auch so darstellen: 
7) 0, 9.d9, +9, ,d9; +0, 9,49, = —(adu+bdu') 9,9, 
Wir multiplieiren die Gleichungen (6.) und (7.) mit /T.0,0,0,0, und setzen: 
G, für NO), Fu für 9,0,0,0,.  ete. 
Dann folgt: 
(8) GG Fa+%:G,F.ı+% 6, Fa = 0, 
(9) 0% Fda, +, FBuad@, +0; F,da,;, = — 2 (adu+bdu). 


4 
IT ist identisch mit YP. Es giebt also eine lineare Function der Argumente, 
deren Differential sich in dieser Form darstellen lässt: 
(10.) de = a,F,,,d@, +@,F dG, +@,F ,,d@, 
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4 p) 
. [) 2y pP 
während gleichzeitig: 
02, FG, +%F,,@+0F.,@0, = 0 
ist. 
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s 11. | 

dv ist auf diese Weise dargestellt in Form eines Bruchs, dessen Zähler 
linear ist in d@,, d@G,, d@,. Die Coefficienten sind lineare Functionen von 
x, Y, 3, w; dieselben haben noch die besondere Eigenschaft, dass sie im 
Punkte 4 verschwinden. 

Wir können annehmen, das System der vier Functionen X, Y, Z, W 
sei so gewählt, dass X, Y, Z in allen Punkten der Linie 4, verschwinden, 
W dagegen nicht. Dann können d@G,, d@,, dG, linear durch dX, dY, dZ 
ausgedrückt werden; man erhält so: 


dX+ndY-+LdZ 
RUE Se: mine mu 
2yP 
und zwar ist diese Darstellung eine völlig bestimmte, wenn wir hinzufügen 
— was nach Formel (8.) im vorigen Paragraphen der Fall ist — dass: 


2) EX+nY+{Z = 0 

sein soll. &, n, & sind lineare Funetionen von z, y, 2, w; die letzte Glei- 
chung muss eine Identität sein, da die Grössen x, y, z, w nicht einer 
(rleichung dritten Grades genügen. 

Nun fragt es sich: Giebt es nur eine einzige lineare Function von 
a und a, deren Differential sich in dieser Form darstellen lässt? Hier ver- 
schwinden &, n, & im Punkte 4; gäbe es nur dies eine Differential, so 
müssten wir aus der Symmetrie der Voraussetzungen schliessen, dass £, n, 
TC ebenso in den Punkten 1, 2, 3 ete. Null werden. Dies ist nicht möglich. 
Folglich müssen d# und dw selbst in der Form (1.) darstellbar sein. 

An Stelle des Zählers in der Gleichung (1.) können wir setzen: 

— (Xds+ Ydn-+ Zd}). 

Dies ist eine lineare Funetion von dx, dy, ds, dw, deren Coefficienten linear 
in X, Y, Z, W sind, also eine bilineare Function beider Werthsysteme. 


Wir kommen also zu dem Resultat: ds und du' lassen sich darstellen in 
der Form: 


F (X,Y,Z,W;dx,dy,dz,dw) 

du = —— - .-- 2. , 
2yYP 

du u N DEINEN) 
2yP 


wo F, und F, bilineare Funetionen bedeuten, die identisch verschwinden, 
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wenn an Stelle der Differentiale dx, dy ete. die Grössen r, y, 2, w selbst treten. 
Fassen wir irgend eine bilineare Form 
! ! ' ! \ 
Fx,y,*,w; 7,4Yy,2,W) 
von zwei willkürlichen Werthsystemen ins Auge. Diese enthält sechzehn 


! 


Coefficienten. Setzt man an Stelle des einen Systems x, y', =, w' die 
Funetionen X, Y, Z, W, so geht F über in eine Funetion dritten Grades von 
z, y, 2, w, welche in den sechs Hauptpunkten verschwindet. Es existiren 
aber nur vierzehn linear unabhängige Functionen dieser Art. Folglich müssen 
zwei verschiedene bilineare Formen F existiren, die identisch verschwinden, 
sobald man für das eine Werthsystem die Funetionen X, Y, Z, W des 
anderen einsetzt. Bezeichnet man diese Formen mit F, und F,, so ist die 
allgemeinste «FRA +PF;,. Deswegen kann man bei der Definition von u und uw 
auch so verfahren, dass man zunächst die beiden bilinearen Gleichungen auf- 
stellt, welche zwischen den Variabeln x, y, 2, w und den Functionen X, Y, 
Z, W bestehen. Ersetzt man in den beiden bilinearen Formen, welche auf 
diese Weise bestimmt sind, die Grössen x, y, z, w durch ihre Differentiale 
dx, dy, dz, dw, und dividirt durch die vierte Wurzel aus dem Product der 
sechs Functionen G,, so erhält man Ausdrücke, welche vollständige Differentiale 
sind für die Punkte der Fläche D=V; ihre Integrale sind lineare Functionen 
von u und u. 








Beweis eines Loouvilleschen Satzes. 
(Von Herrn M. A. Stern in Zürich.) 


1. 


Iı dem Journal des Math&matiques (Ser. 2, T. III, p. 358) beschäftigt 
sich Ziowville mit einer Frage, welche sich auf die Anzahl der Darstellungen 
einer geraden Zahl als Summe von vier Quadraten bezieht. Ist nämlich 
m eine ganze positive ungerade Zahl und n = 2°.m, wo « eine beliebige 
ganze positive Zahl bedeutet, und man sucht die verschiedenen Darstellungen 
von n als Summe von vier Quadraten, indem man nicht bloss die Permu- 
tationen einer Darstellung, in welcher die Quadrate in einer bestimmten 
Ordnung auf einander folgen, als einzelne Darstellungen betrachtet, sondern 
auch die Darstellungen, welche sich ergeben, wenn man in einer beliebigen 
Anzahl von Quadraten positiver Zahlen diese Zahlen durch die ihnen gleichen, 
aber mit negativem Zeichen versehenen ersetzt, so ist, nach einem bekann- 
ten Jacobischen Satze, die Anzahl N dieser Darstellungen 24ym, wo gm 
die Summe der Factoren der Zahl m bedeutet. Denkt man sich nun diese 
N Lösungen unter einander geschrieben, so dass man etwa hätte 


n = m+bi +ci +d,, 
n = @a+b+cG+d,, 
n = Ayt+bytertds, 


so ist offenbar die Summe aller hier vorkommenden Quadrate gleich »\, und 
da jedes Quadrat, in Folge der Permutationen, eben so oft in der ersten, 
wie in jeder folgenden Stelle vorkommt, so ist klar, dass die Summe 
a‘+-a,-+--+a, aller in erster Stelle stehenden Quadrate, wie Liowville be- 


nN ' u e 
merkt, den Werth z hat. Bei weitem schwieriger ist aber die Beant- 


wortung der Frage, welchen Werth die Summe a/'-+a3'-+---+a, hat, wenn 
k eine ganze positive Zahl bedeutet, die grösser als die Einheit ist. Ist 





Br a EEE 7 


fun En 
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k=2, sucht man also den Werth der Summe a?+a;+---+a% und bezeichnet 


i i : : n'N 
diese Summe durch &a*, so ist nach Liowveille Za* = 


Liouville sagt, 
er habe sich durch einen regelrechten Beweis (par une demonstration en 
regle) von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt. Diesen Beweis giebt 
er aber nicht, sondern zeigt nur an verschiedenen Beispielen die Richtigkeit 
der Formel. So weit meine Kenntniss der Literatur reicht, hat weder Liou- 
ville selbst seinen Beweis bekannt gemacht, noch hat ein Anderer einen 
Beweis des Satzes gegeben. 

Dem Beweise, welchen ich hier entwickeln will, schieke ich fol- 
gende Bemerkung voraus. Die Summe a‘ ist offenbar der vierte Theil 
der Summe aller Biquadrate, welche man erhält, wenn man in allen Dar- 
stellungen alle Quadrate durch Biquadrate ersetzt, da sich jedes Biquadrat 
in allen vier Stellen, ebenso wie jedes Quadrat, gleich oft findet. Bezeichnet 
man also die Summe aller dieser Biquadrate durch ZB*, so kann man den 


2 4 


Liowvilleschen Satz auch in der Form >B* — un ausdrücken. Dem fol- 
genden elementaren Beweise dieses Satzes schicke ich einen elementaren 
Beweis des schon oben erwähnten Jacobischen Satzes voraus, mit welchem 
er in enger Beziehung steht. Der Jacobische Satz findet sich bekanntlich 
am Schlusse der Fundamenta nova und heisst vollständig: Die Anzahl der 
Darstellungen einer ungeraden Zahl m als Summe von vier Quadraten, in 
dem oben angegebenen Sinne, ist Spym; dagegen ist diese Anzahl 24ym, 
wenn die darzustellende Zahl gleich 2°%.m und « irgend eine ganze positive 
Zahl ist. Dieser Satz, welchen Jacobi aus der Theorie der elliptischen Fune- 
tionen findet, ist, soviel ich weiss, noch nicht vollständig auf rein arith- 
metischem Wege abgeleitet worden *). Der folgende Beweis desselben stützt 
sich auf den ebenfalls zuerst von Jacobi aus der T'heorie der elliptischen 
Funetionen gefundenen Satz, dass die Anzahl der Darstellungen des Vier- 
fachen einer ungeraden Zahl m als Summe der Quadrate vier ungerader 
positiver Zahlen, jede Permutation einer bestimmten Darstellung als be- 
sondere Darstellung gerechnet, der Summe der Factoren von m gleich ist. 
Später hat Jacobi im 12. Bande dieses Journals einen von der 'Theorie der 
elliptischen Funetionen unabhängigen Beweis gegeben, welchen Dirichlet 
(Journ. des Mathem. S. 2, Vol. 1, p. 210) dann so vereinfacht hat, dass man 
ihn wohl in dieser Form als einen elementaren bezeichnen darf. 


*) Man vergleiche Ba. 47, S. 368 dieses Journals. 
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2. 


Da im Folgenden nur von Darstellungen einer Zahl als Summe von 
vier Quadraten die Rede ist, so werde ich solche kurz als Darstellungen 
bezeichnen. Sei nun m eine ganze positive Zahl und m=p’+g’-+r’+s, 
zugleich seien p, q, r, s positive Zahlen (oder Null), sie sollen Zlemente 
heissen. Eine solche Darstellung von m soll eine Grundform heissen; man 
kann dafür jede der Darstellungen nehmen, die sich nur durch Vertauschung 
der Elemente von einander unterscheiden, hat man aber eine dieser Dar- 
stellungen zur Grundform gewählt, so muss man sie auch als solche bei- 
behalten. Die Darstellungen, die sich nur durch Vertauschung der Elemente 
von einander unterscheiden, sollen primäre Darstellungen heissen; ihre Summe 
findet man, indem man die Grundform mit der dazu gehörenden Permutations- 
zahl multiplieirt. Bildet man dann aber aus jeder primären Darstellung 
neue Formen, indem man nun p und —p, q und —q u. s. w. als verschiedene 
Elemente betrachtet, so sollen die hierdurch entstehenden Darstellungen die 
definitiven heissen. 

Kommt unter den Elementen nicht Null vor, so giebt jede primäre 
Darstellung 16 definitive, wie folgendes Schema zeigt, in welchem mit 
Weglassung der Elemente selbst nur die Zeichen derselben stehen: 


+ +++ - 


+++ 000-4 
2 Luis ui Dee 
F-++ - +- - 
ön B= - + a 
BEN -1 == -4- TEEN 
+ +- - ++ 
- ++ - +- + 


Insofern bei Null positives und negatives Zeichen nicht zu unterscheiden 
ist, redueiren sich, wenn ein Element Null ist, die 16 definitiven Dar- 
stellungen auf 8; sind zwei Elemente Null, auf 4; sind drei Elemente Null, 
auf 2. Die Zahl, mit welcher die Summe der primären Darstellungen. zu 
multiplieiren ist, um die Summe der definitiven zu erhalten, soll die Zeichen- 
zahl heissen. 






RB N ern} 
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Sei nun m eine ungerade Zahl und m = p’+g’+r’+s’ eine Grundform. 
Dann ergeben sich aus dieser Grundform, wenn p, qg, r, s verschiedene 
Werthe haben und keine dieser Zahlen Null ist, drei Grundformen für 2m, 
nämlich 
A) 2m = p-N HR +++, 
(I) 2m = (p-r)+(p+r)+(g-s)-+(g+5s)", 
(II) 2m = (p-s)+(p+s)’+(g—r)+(g+r)’*). 


Es können aber auch nieht mehr als drei Grundformen von 2m aus einer 
Grundform von m abgeleitet werden. Hat man nämlich 2m = «+ AP’ -+y’+0J", 
wo o, 9, y, 0 positive Zahlen sind, so müssen, da 2m eine Zahl von der 
Form 4p-+2 ist, zwei dieser Zahlen gerade und zwei ungerade sein, man 
kann sie daher paarweise so zusammenstellen, dass die Summe jedes Paares, 
wie etwa @+ß und y+0d eine gerade Zahl ist. Setzt man 


a+Pp Rp‘, a— Eu y+® ui yv—ıö REN 
we: on a" ee 7 > =rfr, > =—=S$ ), 


so sind mithin p/, g, r, s ganze Zahlen und 
m = p’+g’+r”’+s”. 

Sind nun die Zahlen p', g’, r', s, wenn auch in anderer Aufeinanderfolge, 
dieselben wie die Zahlen p, q. r, s, so ist auch die Darstellung von 2m 
durch @’+/p°’+y°+0” identisch mit einer der drei obigen Grundformen für 
2m. Im entgegengesetzten Falle muss sich diese Darstellung von 2m aus 
einer anderen Grundform von m ableiten lassen, da sie, nach dem Vorher- 
gehenden, auf eine solehe zurückführt. 

Es ergiebt sich hieraus sehr leicht, dass in allen Fällen die Anzahl 
der definitiven Darstellungen von 2m das Dreifache der definitiven Dar- 
stellungen von m ist. 

Sind nämlich die Elemente p, q, r, s verschiedene Zahlen und ist 
keine gleich 0, so folgt aus der Grundform m = p'+q’+r’+s’ die Anzahl 24.16 
definitive Darstellungen für m, und dieselbe Anzahl definitiver Darstellungen 
giebt auch jede der drei Grundformen von 2m. 

Ist ein Element Null und sind die drei übrigen verschieden, so kommen 


*) Wären die Differenzen p—q oder r—s u. s. w. negative Zahlen, so könnte man 
dafür g—p oder s—r u. s. w. nehmen. 
. Also az p'+g', ß so pP), y r' +8, h) ke —. 
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in jeder der drei Formeln (I.), (II.), (IIL) zwei gleiche Quadrate vor. Aus 
der Grundform für m ergeben sich nun 24.8 definitive Darstellungen und 
aus jeder der drei Grundformen für 2m dieselbe Zahl 12.16. Sind zwei 
der Elemente p, q, r, s Null, so müssen die zwei anderen, da m ungerade 
ist, verschiedene Werthe haben. In diesem Falle redueiren sich die drei 
Grundformen für 2m auf zwei. Ist z.B. p=0 und g=(0, so werden sie 
0+0--(r—s)’+(r+s)’ und r+r’+s’+s’. Die erste dieser Formeln giebt 
12.4 definitive Darstellungen, die zweite 6.16, also zusammen 144 = 3.48, 
während aus der Grundform 0-+0-+r’+s’ für m sich 12.4=48 definitive 
Darstellungen ergeben. Sind drei Elemente Null, z.B. p, g, r, so gehen 
die drei Grundformen für 2m in eine einzige über, bei diesem Beispiele in 
0--0-+-s°+s’, dies giebt 6.4 definitive Darstellungen, während die Grundform 
m = 0-+0+0-+3s zu 4.2=8 definitiven Darstellungen von m führt. 

Ist keines der Elemente p, g, r, s Null, jedoch zwei einander gleich, 
so findet sich unter den Grundformen für 2m eine, in welcher eines der 
vier Quadrate (nämlich das Quadrat der Differenz der zwei gleichen Ele- 
mente) Null ist. Dies giebt 24.8 definitive Darstellungen. Die zwei anderen 
Grundformen redueiren sich auf eine einzige, welche 24.16 definitive Dar- 
stellungen liefert, so dass man im Ganzen 3.8.24 solche hat, während die 
Grundform für m zu 12.16 = 8.24 definitiven Darstellungen führt. 

Sind drei Elemente gleich und das vierte ist nicht Null, so redueiren 
sich die drei Grundformen von 2m auf eine einzige, in welcher ein Quadrat 
Null ist. Dies giebt 24.8 = 3.4.16 definitive Darstellungen, während die 
Grundform für m zu 4.16 definitiven Darstellungen führt. 

Es wären nun noch die Fälle zu betrachten, wenn ein Element Null 
und zugleich von den übrigen Elementen zwei oder drei gleich wären. Im 
ersten Falle führt dann die Grundform für m zu 12.8 definitiven Dar- 
stellungen. Die drei Grundformen für 2m reduciren sich auf zwei, von 
welehen die eine zwei gleiche Elemente und kein Element Null enthält, 
die andere zwei gleiche Elemente und ein Element Null. Daraus ergeben 
sich also 12.16+12.8 = 3.8.12 definitive Darstellungen. 

Im zweiten Falle führt die Grundform für m zu 4.8 definitiven Dar- 
stellungen für m. Die drei Grundformen für 2m reduciren sich auf eine 
einzige, welche zwei gleiche Elemente und ein Element Null enthält, woraus 
sich 12.8 = 3.4.8 definitive Darstellungen ergeben. Da, wie oben bemerkt 
wurde, der Fall, dass zwei der Elemente p, g, r, s Null und die zwei 








Stern, Beweis eines Liouvilleschen Satzes. 255 


anderen gleichwerthig sind, nieht vorkommen kann, so sind alle Fälle er- 
schöpft, und es zeigt sich, dass in der That in allen Fällen die Anzahl der 
definitiven Darstellungen von 2m das Dreifache der Anzahl der definitiven 
Darstellungen von m ist. 


4. 

In derselben Weise, wie aus der Anzahl der Darstellungen von m 
die Anzahl der Darstellungen von 2m abgeleitet ist, kann man wieder aus 
letzterer die Anzahl der Darstellungen von 4m finden, jedoch mit einem 
wesentlichen Unterschiede. Während nämlich eine Grundform von m (ab- 
gesehen von besonderen Fällen) zu drei Grundformen für 2m geführt hat, 
führen diese drei Grundformen nur wieder zu drei Grundformen für 4m. 

Aus Formel (I.) findet man nämlich 


Av.) (dm = (p+g+p-D’+Hp+9-(P-NM)+r+s+r—s)’+{r+s—(r—s)) 
NER +RN Harn + 2, 
Denselben Ausdruck findet man aber auch, wenn man aus Formel (II. 


Am = (p+r+p—-r)’Hp+r—(p-r))+a+s+9-’+lg+s—(g-9))' 
oder aus Formel (I1l.) 


4m = (p+s+p—s)’-Hp+s—(p-s))+lq+r+g—r)+(lg+r—-(g—r)) 
ableitet. 
Dagegen erhält man aus Formel (I.) eine zweite Grundform für 4m 
durch den Ausdruck 


V) dm = pr PH) Pr PN) 
und eine dritte Grundform dureh den Ausdruck 


(VI) Am = (p+g+r—-s) +{p+g9—-(r—s))+(p-g+r+s)’+(p—-g—-(r+s))". 
Die Formeln (II.) und (IIL.), auf dieselbe Weise behandelt, führen, wie man 
leicht sieht, zu denselben Grundformen für 4m und zu keiner neuen. 

Die drei Formeln (1V.), (V.), (VI.) bilden wieder die aus der Grund- 
form m = p’+g’+r’+s’ entspringenden Grundformen für 4m, und man kann 
wieder leicht zeigen, dass eine jede Darstellung 4m = «’+P’-+y’+J’, wo 
a, P, y, 0 positive Zahlen sind, entweder mit einer der Grundformen (IV.), 
(V.), (VI) übereinstimmt, also aus m = p’+g’+r’+s’ abzuleiten ist, oder, 
im entgegengesetzten Falle, aus einer anderen Grundform für m abzuleiten 
ist. Die Zahlen «, ?, y, Ö sind nämlich nothwendig entweder alle gerade 
33" 
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oder alle ungerade, da ihre Summe durch 4 theilbar ist. Setzt man daher 


ni DOEER 1, RAR FERN EIER 
.) 3 ‘) 


P> u € no „in 


also 
a = p-+ g; P or dm: f "As r+ s, = 8, 
so sind p', g, r, s ganze Zahlen, und man hat 
2m = p"” tg” +r” +3”. 


Sind mithin die Zahlen p', g’, r', s' (ohne Rücksicht auf die Ordnung) die- 
selben wie die Zahlen, deren Quadrate in einer der Formeln (I.), (IL), (III) 
vorkommen, so stimmt auch 4m = «@’+/ß’-+y’+0d” mit einer der Formeln 
(IV), (V.), (VL) überein. Im entgegengesetzten Falle muss sich die 
Grundform 2m = p”+g’+r"+s” aus einer anderen Grundform für m als 
m=p-g-+r+s ergeben, wie oben gezeigt worden ist, und aus dieser ist 
auch die Grundform 4m = «’+p°+7y’+-0° abgeleitet. 

Abgesehen von den noch besonders zu besprechenden Fällen ergiebt 
sich hieraus, dass die Anzahl der definitiven Darstellungen von 4m genau 
so gross ist, wie die Anzahl der definitiven Darstellungen von 2m, also der 
dreifachen Anzahl der definitiven Darstellungen von m gleich ist. Es soll 
nun gezeigt werden, dass dieses Verhältniss in allen Fällen stattfindet, 

Wenn nämlich eines der Elemente p, q, r, s Null ist, so kommt in 
der Formel (IV.) ein Quadrat gleich O vor, während die Formeln (V.) und (VI.) 
in eine einzige zusammenfallen. Dann erhält man also 24.5+24.16 = 3.12.16 
definitive Darstellungen für 4m. Sind zwei Elemente Null, so enthält die 
Formel (IV.) zwei Quadrate, welche Null sind, während wieder die Formeln 
(V.) und (VI.) in eine einzige zusammenfallen, in welcher zwei Paare 
oleicher Quadrate vorkommen. Das giebt 12.4-+6.16 = 3.48 definitive 
Darstellungen. 

Sind drei Elemente Null, so enthält die Formel (IV.) drei Quadrate, 
die Null sind, während (V.) und (VI.) sich auf eine einzige Formel redu- 
eiren, welehe die Summe von vier gleichen Quadraten ist. Hier ist also 
die Anzahl der definitiven Darstellungen 4.2+16=24. Man sieht, dass 
diese Zahlen genau dieselben sind, wie sie oben, unter denselben Voraus- 
setzungen, für die Anzahl der definitiven Darstellungen von 2m gefunden 


N 


an 
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worden sind. Man überzeugt sich leicht, dass dasselbe auch stattfindet, 
wenn einer der übrigen oben besprochenen besonderen Fälle vorliegt, näm- 
lich wenn zwei oder drei Elemente gleich und nieht Null sind, oder wenn 
ein Element Null ist und zwei der übrigen oder alle drei einander gleich sind. 


6. 
Man nehme nun an, dass aus der Grundform 


> > 


m= p+g-+tr-+s 
der ungeraden Zahl m sich für die Zahl 2%.m, wo « irgend eine ganze po- 
sitive Zahl ist, die drei Grundformen 





2°.m = p+tgqı-+tri+ts, 
(A) 12°.m = ptg+n-+Bs, 
2’,m = p+tG-+r;+8 


ableiten lassen, welche bei besonderer (sehon oben behandelter) Beschaffen- 
heit der Elemente p, q, r, s sich auf zwei oder eine einzige redueiren können. 
Man nehme zugleich an, dass überhaupt jede Grundform von 2°%.m aus 


einer Grundform von m abgeleitet werden kann und zwar so, dass zu jeder 


(arundform von m drei (in besonderen Fällen auf zwei oder eine sich redu- 


% 


4 


eirende) Grundformen 2°. m gehören. Dann hat man für 2°*,m die Grund- 


formen 
2° m = (2p,)- (2q, 1 (2r,)- (28, )", 
2"H,m = (2p,) + (29) + (2r,)'+(28,)', 
2,m = (2p) +(29)+(2r,)+(28;)', 


und es kann keine andere aus m = p’+g -+r'+s abzuleitende Grundform 
von 2°',m geben. Denn hat man 

2m = a +b+c+td., 
so müssen jedenfalls die Zahlen a, b, e, d gerade oder Null sein. Setzt 
man a=2r, b=2y, c=2z, d=2u, so sind mithin x, y, z, u ganze Zahlen 
oder Null, und man hat 


also 

2’.m = ty +z-+u. 
Stimmt nun diese Grundform für 2°. m nicht (abgesehen von der Anordnung 
der Quadrate) mit einer der Grundformen (A.) überein, so muss dieselbe, 
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nach der Voraussetzung, aus einer anderen Grundform für m abgeleitet 
sein, und dasselbe gilt mithin auch von der Darstellung von 2°+’”,m durch 
a +b-+c’+d’. Da mithin sämmtliche Grundformen für 2°*’,m gefunden werden, 
wenn man in allen Grundformen für 2%.m alle darin vorkommenden Qua- 
drate mit 4 multiplieirt, so folgt, dass nicht bloss die Anzahl der Grund- 
formen, sondern auch die Anzahl der definitiven Darstellungen für 2°.m und 
2°*°,m dieselbe ist, wie auch die Elemente in den Grundformen für m be- 
schaffen seien. 

Setzt man ferner voraus, dass man aus der Grundform m = p’+g’-Hr’+s’ 
drei Grundformen für 2°*',m ableiten kann (die sich wieder, unter den wieder- 
holt erwähnten Verhältnissen auch auf zwei oder eine reduciren können), 
und dass überhaupt jede Grundform für 2°*'.m aus einer Grundform für m 
abgeleitet werden kann und zwar so, dass zu jeder Grundform für m drei 
Grundformen von 2°*'.m (die sich auf zwei oder eine redueiren können) ge- 
hören, so seien die drei Grundformen für 2°*',m, die sich aus m = p’+g’+r’+s’ 


ergeben: 


l 


zn. 


a+b’+c-+d, 

+++), 

2m = tb tcH+d.. 

Hieraus findet man wieder für 2°*°.,m die drei Grundformen 
2°,,m = (2a) +(2b)’ +(2c)’ +(2d)', 
2°,m = (2a,)’+(2b,)’+(2c,)’+(2d,)’, 
2°+°,m = (2a,) + (2b,)’+(2c,)’+(2d,)', 


indem man in den Grundformen für 2°*'.m jedes Quadrat mit 4 multiplieirt 


21 m 


und beweist, wie oben, dass es keine andere zu der Grundform m = p’+q’+r’-+s’ 
sehörende Grundform von 2°*°,m giebt, dass jede Grundform für 2°*°.m 
aus einer (srundform für 2°*.m (also aus einer Grundform für m) abgeleitet 
werden kann, und zwar dass jeder Grundform für m drei Grundformen für 
2°°°,m zugehören (die sich unter bestimmten Voraussetzungen auf zwei oder 
eine redueiren), so dass die Anzahl der definitiven Darstellungen von 2°*',m 
und 2°*’,m dieselbe ist. 

Da also, wenn die über 2°.m und 2°*',m gemachten Voraussetzungen 
statt haben, dieselben auch bezüglich 2°*’.m und 2°*°,m gelten, so folgt 
daraus, durch Fortsetzung dieser Betrachtung, dass allgemein, wenn » eine 
sanze positive Zahl oder Null bedeutet, einerseits die Anzahl der definitiven 
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Darstellungen aller Zahlen von der Form 2°'” und andererseits die Anzahl 
der definitiven Darstellungen aller Zahlen von der Form 2° *! dieselbe ist. 

Setzt man nun noch voraus, dass 2°.m und 2°*'.m dieselbe Anzahl 
definitiver Darstellungen haben, so folgt, dass überhaupt von s=« an die 
Anzahl der definitiven Darstellungen aller Zahlen 2°.m dieselbe ist. Nun 
ist aber oben ($ 2 und 35) gezeigt worden, dass die in Beziehung auf 2”. m 
und 2°*',m gemachten Voraussetzungen wirklich stattfinden, wenn «= | 
ist, und zugleich, dass die Anzahl der definitiven Darstellungen von 2m das 
Dreifache der definitiven Darstellungen von m, und zwar in allen Fällen, 
ist. Demnach ergiebt sich aus dem Vorhergehenden, dass die Anzahl der 
definitiven Darstellungen aller Zahlen 2°.m von s=1 an dieselbe und das 
Dreifache der definitiven Darstellungen von m ist. 


7. 
Zur genaueren Bestimmung der Anzahl der definitiven Darstellungen 
einer Zahl 2°.m führen folgende Bemerkungen. 
Ist m eine Zahl von der Form 4p+1 und eine Grundform 


m = a +b’+c+d’, 


so müssen drei der Elemente gerade sein, das vierte aber ungerade. Dann 
ist eine der Grundformen von 2m 
2m = (a—b) +{a+b) +(c—d)+(c+d). 
Setzt man 
a—b=a, a+b=b, c-d=c, c+d=d, 
mithin 


ı) 


2m = a’+b"+c”+d”, 


und nimmt man an, dass a, b, ce die geraden Elemente sind, so sind a’ und 
b' gerade, ce’ und d’ ungerade, und man erhält für 4» die drei Grundformen 
4m = (db Ha ++ ld) + (+), 
4m = (a—c) +(a+c)+(b-d)+(b+Ä), 
4m = (dA —-d)+la+d)+b—ec)+(b-+c). 
In der ersten dieser Formeln sind alle Quadrate gerade Zahlen, während 


in den zwei anderen alle Quadrate ungerade Zahlen sind, wobei zunächst 
vorausgesetzt wird, dass keines dieser Quadrate Null ist. 
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Ist m von der Form 4p+3, und hat man wieder die Grundform 
m = a+b’+c-+d, so müssen nun drei der Zahlen a, b, ce, d, ungerade 
sein, die vierte gerade. Seien a, b, e ungerade. Behalten a’, b', c', d’ ihre 
trühere Bedeutung, so hat man wieder 

2m = a” +b"”-+c” td”, 
und es sind wieder a’ und 5b’ gerade, ce und d’ ungerade; man findet daher 
auch hier wieder, unter der vorher gemachten Voraussetzung, dass von den 
drei Grundformen für 4m eine nur gerade Quadrate enthält, die zwei anderen 
aber nur ungerade Quadrate enthalten. 

Hieraus folgt, dass, abgesehen von den besonderen noch zu erörtern- 
den Fällen, aus jeder Grundform einer ungeraden Zahl m sich doppelt so 
viel Grundformen für dm ergeben, welche nur ungerade Quadrate enthalten, 
als solehe, welche aus geraden Quadraten bestehen. Da nun Jacobi bewiesen 
hat, dass die Anzahl der primären Darstellungen von 4m, die nur ungerade 
(Juadrate enthalten, der Summe der Factoren von m, welche durch ym be- 
zeichnet wird, gleich ist, so erhält man aus den gesammten Grundformen 
für 4m, welehe ungerade Quadrate enthalten, zusammengenommen 16ym 
definitive Darstellungen. Demnach ergeben sich aus den gesammten Grund- 
formen mit geraden Quadraten Sym definitive Darstellungen. Und da jede 
Darstellung von 4m aus einer dieser zwei Arten von Grundformen abzuleiten 
ist, so folgt, dass 24ym die Anzahl aller definitiven Darstellungen von 4m 
ausdrückt. 

Ks sind nun noch die besonderen Fälle zu betrachten, wenn die 
Voraussetzung, dass keines der in den Grundformen für 4» vorkommenden 
(Juadrate Null ist, nieht mehr statt hat. 

Ist m =4p+1l und @ =b', also b=0, so hat man 

m = 0+a’--c’-+d’. 

Nun sind a und e gerade, d ungerade. Die drei Grundformen für 4m re- 
dueiren sich dann auf die zwei Formen 

4m = 0+(2a) +(ce—-d)-+(E+Äd), 

4m = (d— ce’ +(a+c)+(b'—d’+(b'+d, 
von welehen die erste (indem Null als gerade Zahl betrachtet wird) nur gerade, 
die zweite nur ungerade Quadrate enthält. Die Permutationszahl ist bei bei- 
den Formen dieselbe, die Zeichenzahl ist aber bei der ersten 8, bei der zweiten 
16; man erhält also wieder doppelt soviel definitive Darstellungen mit ungera- 


c 


d 


| 
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den als mit geraden Quadraten. Ist m = 4p-+3 und d =d', so ist d=(, also 
m = a-+b’+e-0. 


Hier sind a, b, e ungerade, die drei Grundformen redueiren sich wieder auf 
zwei, von welchen die eine nur gerade, die andere nur ungerade (Quadrate 
enthält, und das Resultat ist dasselbe wie im vorhergehenden Falle. 
Sind «=0, b’=(, also a=0 und b=(, so hat man 
m = c+d', 

was nur stattfinden kann, wenn m = 4p-+1; dann gehen die drei Grundformen 
für 4m in die zwei Formen 

4m = 0 +++ +Ä), 

4m = c”’+c”+d”+d” 
über, wo wieder die erste nur gerade, die zweite nur ungerade Quadrate 
enthält. Aus der ersten Grundform erhält man die primären Darstellungen 
dureh Multiplication mit 12, und die Zeicheıirzahl ist 4; dies giebt 48 definitive 
Darstellungen. Aus der zweiten ergeben sich sechs primäre Darstellungen. 
die Zeiehenzahl ist 16; man erhält also 6.16 = 2.48 definitive Darstellungen, 


eeraden 


” 


also wieder die doppelte Anzahl der definitiven Darstellungen mit 
(Juadraten. 
Sind a=b=e=0, also m=d, so hat man für 4m die zwei Grund- 

formen 

4m = 0 +0 +0 +(2d), 

4m = d’+d’+d’+d”. 
Aus der ersten nur gerade Quadrate enthaltenden Form ergeben sich vier 
primäre Darstellungen, die Zeichenzahl ist 2, dies giebt acht definitive Dar- 
stellungen. Bei der zweiten nur ungerade Quadrate enthaltenden Form, 
welche nun zugleich die einzige primäre ist, ist die Zeichenzahl 16: demnach 
hat man 16 definitive Darstellungen, also auch hier doppelt so viel als 
Darstellungen mit geraden Quadraten. Durch das Vorhergehende ist also 
nachgewiesen, dass in allen Fällen die gesammte Anzahl der definitiven 
Darstellungen von 4m, welche nur ungerade Quadrate enthalten, durch Multi- 
plieation mit 16 aus der gesammten Anzahl der primären Darstellungen mit 
ungeraden Quadraten erhalten wird. Da diese letztere Anzahl gleich ym 
ist, so ist die Anzahl der entsprechenden definitiven Darstellungen gleich 
16ym. Zugleich ist nachgewiesen, dass die Hälfte dieser Anzahl der Anzahl 
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der definitiven Darstellungen mit geraden Quadraten gleich ist, also letztere 
gleich Sypm, und mithin die Anzahl aller definitiven Darstellungen von 4m 
durch 24ym ausgedrückt wird. Da nun oben ($ 4) gezeigt worden ist, dass 
die Anzahl der definitiven Darstellungen aller Zahlen 2°.m von s=1 an 
dieselbe und das Dreifache der definitiven Darstellungen von m ist, so folgt, 
dass die Anzahl der definitiven Darstellungen von 2°.m durch 24ym, die 
der definitiven Darstellungen von m durch 8ym ausgedrückt wird. Damit 
ist der im $ 1 erwähnte Jacobische Satz vollständig bewiesen. Zugleich 
ergiebt sich hieraus der Satz: Die Anzahl der definitiven Darstellungen von 
m ıst der Anzahl der definitiven Darstellungen von 2°.m, die nur gerade 
Quadrate enthalten, gleich, wenn m eine ungerade ganze Zahl ist. 


8. 


Sei noch immer m = a’+b’+c’+d? eine Grundform für die ungerade 
Zahl m. Man setze zur Abkürzung 2m =n. Dann hat man (abgesehen 
von den besonderen Fällen) für 2m die drei Grundformen ($ 3) 
n = (a—b)’+(a+b5bY+(c—d)+(c-+d), 
n = (a-0)’+a+0)’+b-d)+(b+4)), 
n = (a—NY-+(a+d)+(b— ec)’ +(b-+c)". 
Addirt man diese drei Ausdrücke und multiplieirt noch mit 24.16, so giebt 
3.24.16» die Summe aller Quadrate, welche in den aus der Grundform 
m = a’+b’--c’+d’ abgeleiteten definitiven Darstellungen vorkommen. Be- 
zeichnet man diese Summe durch s, so hat man demnach s = 3.24.16n. 
Nimmt man nun an, dass die Anzahl der Grundformen von m durch @ be- 
zeichnet wird, so ist @s = 3.24.16G@n die Summe aller Quadrate, welche in 
den sämmtlichen definitiven Darstellungen von » vorkommen; bezeichnet 
man die Anzahl dieser Darstellungen durch N, so hat man also 
Nn = Gs = 3.24.16Gn = n.24ypm 
nach dem Jacobischen Satze. 
Ersetzt man nun in den drei Grundformen für r, welche sich aus 
der Grundform m = a’+b’+c’+d? ergeben, die Quadrate durch die Bi- 
quadrate, so dass man die drei Ausdrücke 


(ab) -+(a+b)’+(c-d)'+ (c+d), 
(a-0)' Ha+o'+b-4)'+b+0), 
(a-d)Y+(a+d)+b-o'+(+0) 
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erhält, und addirt diese, so findet man, wenn man die Summe der Biquadrate 
der Zahlen, deren Quadrate in den Grundformen für » vorkommen, durch 
A bezeichnet: 
A = bla + + +d2 (Hi +ad He +bd + cd), 
oder 
A = 6(a’+b’+c’+d’)’ = 6m’ = —.Bn, 


) 


— 


d.h. wenn man in den drei Grundformen für rn, welche sich aus der Grund- 
form m = a’+b’+c’+d” ergeben, die Summe aller darin enthaltenen Qua- 


drate mit he multiplieirt, so erhält man die Summe der Biquadrate der 


Zahlen, deren Quadrate in diesen Grundformen vorkommen; multiplieirt man 
also noch mit 24.16, so giebt 24.16A den Werth der Summe der Biquadrate 
aller Zahlen, deren Quadrate in allen definitiven Darstellungen von » vor- 
kommen, die sich aus m = a’+b’+c’+d’ ergeben. Setzt man 24.16.4A=S$, 
so hat man mithin y 


S= 24.16-5-3n=s, 


und wenn man auf beiden Seiten noch mit @ multiplieirt, so drückt 


ne 
. TER TE 
die Summe der Biquadrate aller Zahlen aus, deren Quadrate in allen de- 


finitiven Darstellungen von » vorkommen, und man erhält diese Summe, indem 


man die Summe der Quadrate mit - 

Dasselbe Resultat ergiebt sich aber auch, wenn einer der Ausnahme- 
fälle stattfindet. Da nämlich die in diesen Fällen vorkommenden Aende- 
rungen der Permutationszahl oder der Zeichenzahl, wenn man z. B. von 
m = a’+b’+c’+d” ausgeht, nur von den Werthen der Zahlen a—b, a+b 
u.s. w. abhängen, nicht aber von dem Grade, auf welchen sie erhoben sind, 
so bleiben sie bei der Erhebung auf die vierte Potenz dieselben wie bei 
der Erhebung auf die zweite. Dasselbe gilt auch für die Voraussetzung, 
dass die drei Grundformen für » sich auf zwei oder eine redueiren. Das 
erste würde z. B. der Fall sein, wenn «= b wäre, also m = 2@’+c’+d’, wo 


nur die zwei Grundformen 


multiplieirt. 


n = 0+(2a) +(c—d)+(c+d)', 
n = (a—c) +(a+c)+(a-d)’+(a+d)’ 


34* 
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vorhanden sind. Die Summe der Quadrate in allen definitiven Darstellungen, 


die aus der Grundform m = a’+b’+c’+d’ stammen, ist nun 
s = 8.24(4a°’-+2c’+2d”)+16.24(4a’+2c’+2d’”) = 24.24.n. 


Nimmt man die Biquadrate statt der Quadrate, so erhält man 


= 6.8.24[4a’+c'+d!+4a’c’+4a’d’-+2c’d?). 


Dies ist also die Summe der vierten Potenzen aller Zahlen, deren Quadrate 
in den vorhergehenden definitiven Darstellungen vorkommen; man bezeichne 
sie wieder durch $S. Nun ist »° = 4m’ = 4[4a’+c'+d’+4a’c’+4a’d’+2c’d”), 


\ ren n ) n’N 
also wieder S= 6.8.24. , = 5; und „ G= 


Geht man nicht von m aus, sondern allgemeiner von 2°.m, indem 
man eine Grundform dieser Zahl durch 


2°,m = z+y’+2+u 
ausdrückt, so ergeben sich daraus (von den besonderen Fällen abgesehen) 
die drei Grundformen 
2+,m = (2-y) +(cz+y) +(2—-u) +(2-+u), 
= (0-3) +42) + y-W ++), 
= (eu) + (etw +Ww-2) +43), 


und wenn man die Summe der Biquadrate aller in diesen Quadraten vor- 
kommenden Zahlen durch A bezeichnet, so findet man 


A=6(a+y’+2°-+ u) = 3.2°°+',m’ 


b 


n .. . 
also wenn man 2°',m=n setz, A= „:3n. Man hat demnach für jedes 


ce dieselbe Formel, wie sie vorher für «= 0 gefunden wurde, und es folgt 

daraus auch hier, dass, wenn man durch &B* die Summe der Biquadrate 

aller Zahlen ausdrückt, deren Quadrate in sämmtlichen definitiven Dar- 
Se 

n'N 2 

5 hat, und zwar hat N, 


ud 


die Anzahl der definitiven Darstellungen, denselben Werth wie früher, da 
diese Anzahl nach dem Jacobischen Satze für alle geraden Zahlen von der 
Form 2°.m dieselbe ist. 


o-+1 


stellungen von 2°*'.m vorkommen, man ZB’ = 


Hiermit ist der Lioweillesche Satz vollständig bewiesen, da in Be- 
ziehung auf die besonderen Fälle nur das oben Gesagte zu wiederholen wäre. 
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9. 
An das Vorhergehende schliessen sich noch folgende Bemerkungen. 
Denkt man sich (wie in $ 1) die verschiedenen definitiven Darstellungen 
von 2°,m=n in der Form 


n = a +b! +ci +d,, 
n = a+b;+c, +d,, 
n = abtbh-+ertdi, 


erhebt man jeden dieser Ausdrücke auf die zweite Potenz und nimmt die 

Summe, welche also gleich An’ ist, so besteht diese Summe aus zwei 

T'heilen, wovon der eine die Summe der Biquadrate aller hier vorkommen- 

den Elemente ist und wie früher durch IB* bezeichnet werden soll, während 

der andere Theil die doppelte Summe der Combinationen der in jeder Dar- 

stellung vorkommenden Quadrate zu je zweien ist und durch 2° bezeichnet 
Nn’ 


werden soll. Man hat demnach An’ = , +22 oder 
x _ Nn’ 
4 


wie schon Liowuville gefunden hat. 
Bildet man aus n = a) +b/+c)-+d/ den Ausdruck 


z ) 2 f Zu EN? f »- -\r 
(+5) Hate) + H(ei+dı), 


verfährt ebenso mit allen übrigen definitiven Darstellungen von z, und nimmt 
die Summe aller dieser Ausdrücke, welche dureh S’ bezeichnet werde, so 
findet man S’ = 3 FB?+2 8 = 2Nn’. 

Würde man statt der Addition die Subtraetion anwenden, so dass 
man (a —b,) +{a—c,) ++(ec}—d}) u. s. w. hätte, so wäre die entsprechende 
Summe gleich An’ also gleich der Summe der Quadrate aller definitiven 
Darstellungen. 

Wie schon Liouville bemerkt hat, ist der Ausdruck 


a+0,+-+a, 


gleich Null, da alle Zahlen in demselben zugleich mit dem positiven und 
dem negativen Vorzeichen vorkommen. Erhebt man diesen Ausdruck ins 
(Juadrat, so erhält man 


a+0+-- +a7+2(aa+a,9;+'-+a,_,a,) =. 
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Nun ist 


2 2 2 nN 
tat ta, =, 


also 


nN 
4,%+4,4;+ "+4,14, = ee 


Ferner ist 


2 2.2 Nn\? | 20 
(a. +a+:-+ay) = (Z) = +a+ +0, +2 (ai + -+ai_ıa)), 





also 
a0+-+ay_,a, = }(- a — N) = = nn 
und aus 
(4,0+4,0+-+a,_ıa,) = ir 


folgt demnach, dass, wenn man die Ausdrücke 
ad, Al, 2... Ay_ıdy 
zu je zweien combinirt, die Summe dieser Combinationen den Werth 
nd il nn I ae 
2\ 64 4 
hat. 
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Summirung der Gaussschen Reihen x e°. 
(Von L. Kronecker.) 


Das Cauchysche Theorem, wonach [fee + yi)d(e+ wo) =() wird, wenn man die 


Integration über die Umgrenzung eines Gebiets erstreckt, innerhalb dessen die Function f 
und ihre erste Ableitung eindeutig und endlich ist, führt auf überraschend einfache Weise 
zur Lösung jenes berühmten Problems der Werthbestimmung der G@aussschen Reihen, und 
dies ist deshalb von besonderem Interesse, weil bisher eigentlich nur zwei verschiedene 
directe Methoden zur Summirung dieser Reihen für beliebige Zahlen » existirten, die 
Gausssche') und die Dirichletsche‘). Allerdings hat Cauchy noch zwei Methoden an- 
gegeben); aber zwischen der ersten von diesen beiden und der Dirichletschen findet, 
wie ich in meinem im Monatsbericht der Berliner Akademie vom Juli 1880 abgedruckten 
Aufsatze dargelegt habe, eine innere Uebereinstimmung statt, und die zweite Cauchysche 
Methode führt ebenso wie diejenige, welche ich in meiner Notiz‘) „Sur une formule 
de Gauss“ entwickelt habe, direct nur zur Werthbestimmung der Gaussschen Reihen 
für den Fall, wo n Primzahl ist, zur allgemeinen ako nur mittels des Reciproeitätsgesetzes. 
während dieses bekanntlich aus der allgemeinen Werthbestimmung folgt. 
Gemäss dem Cauchyschen Theorem ist: 
» ME (a4)? 


e ’ 
1) IS smemdetn) = 0, 


wenn vom Punkte (0, —y,) nach (0, —y,) in gerader Linie integrirt wird, alsdann 
um (0,0) als Mittelpunkt im Halbkreise, dessen Inneres links lassend, nach (0, y,). 
dann in gerader Linie von (O,y,) nach (O,y,), von da nach (4n,y,) und von da nach 
($n, y,), alsdann um (4n, 0) als Mittelpunkt im Halbkreise, dessen Inneres links lassend, 
nach (4rn, —y,), ferner in gerader Linie von (4n, —y,) nach (4n, —y,) und von da 
nach (0, —y,), endlich um jeden der in der x-Axe liegenden Punkte (k, 0), für welche k 
eine positive ganze Zahl und kleiner als 4» ist, in einem Kreise mit dem Radius y,, das 
Innere zur Linken lassend. Dabei wird y, und y, als positiv vorausgesetzt und y, <4. 
Lässt man nun y, zu Null hin abnehmen, so geht die Gleichung (I.) in folgende über: 


2ri ni 
(2,+Yvi)? n (x+ Ey,i)? 


Agn ne” dy 3 - dx = 
> u 0. REN . 1 > n ER 
(1.) lim ( 1) e/ 1 ee rratue) + r e errile+evs) 2 ) e v, 
N 5 ( i 


EU, ) 
(=01; eV =4; e=+1l,—1; 1=0,1,2,... n—1) 

) „Summatio quarumdam serierum singularium.“ Commentationes soc. reg. scientiarum Gottingen- 
sis rec. Vol. I, 1811. Gauss Werke, Bd. II, S.9. Vgl. auch Gauss Werke, Bd. II, S. 155. 

”) „Ueber eine neue Anwendung bestimmter Integrale auf die Summation endlicher oder un- 
endlicher Reihen“ (Abhandlungen der Berliner Akademie von 1835, S. 391, und @. Lejeune Dirichlets 
Werke Bd. I, S. 237) ferner „Sur !’usage des integrales definies dans la sommation des series finies ou 
infinies“ (dieses Journal Bd. XVII, S. 57, und @. Lejeune Dirichlets Werke, Bad. I, S. 257), sowie & 9 der 
Abhandlung: „Recherches sur diverses applications de l’analyse infinitesimale a la theorie des nombres“ 
(dieses Journal Bd. XXI, S. 134, und @. Zejeune Dirichlets Werke, Bd. I, S. 473). 

») „Methode simple et nouvelle pour la determination des sommes alternees, formees avec les 
racines primitives des equations binömes“. (Comptes Rendus T. X, p. 560; Liouvilles Journal, Jahr- 
gang 1840, Bd. V, S. 154, Oeuvres completes, Ire Serie, T. V, p. 152). 

p D ‚ P 

#) Liouvilles Journal, Jahrgang 1856, Ser. II, Bd. I, S. 392. 
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und zwar ist der letzte der drei Theile auf der linken Seite gleich dem Gesammtresultat 
der Integration über die beiden Halbkreise und über die Kreise, da das Resultat der 
Integration um den ersten Halbkreis gleich —$ wird, um den zweiten aber gleich —} 
oder gleich Null, je nachdem x gerade oder ungerade ist, und um einen Kreis mit 


Yk’rıa 
dem Mittelpunkt (k,0) gleich —e ” , also um sämmtliche Kreise gleich: 
2k?ni 2k’ni Un—k)’mi 
— Ye * oder —4Ye * —IYe " W<k<hn), 
k k k 


Wird in dem ersten Theile auf der linken Seite der Gleichung (II.) an Stelle 
der Integrationsvariabeln y eine neue Variable « mittelst der Substitution y = su|yn| 
eingeführt, und im zweiten Theile, für den Falle= —1, die Integrationsvariable x mit 
4n— x vertauscht, so resultirt die Gleichung: 


7 21, u ra)? 2 Int ni 
y . n 3 q 
1 ’ Laien Qutst: | zyan . PERESER SE, >, n 
(I11.) Kim |} n|(i ri )/ e du+2i / (— 1er -eri@t m) — 2-6 
MAN 4 0. 0 fh 
Yn 
(“>09 (h=V, 5 


in welcher |Yn| nach Weierstrassscher Weise den absoluten Werth von yr bezeichnet. 
[,ässt man nunmehr y, ins Unendliche wachsen, so wird der zweite Theil des Ausdrucks 
auf der linken Seite gleich Null; denn der absolute Werth jedes der beiden Integrale, 
»1 47 e 
® . rg! . . . 5 an nn xu 
aus welchen dieser zweite Theil besteht, ist kleiner als (1+2e-2"n) / e * "ds, so- 
o 
bald nur 2e”’*" <1 ist. Die Gleichung (III.) geht daher in folgende über: 


hzn—l 2h’ni BR DD 
x / DIR Yutmi 
Ne" = 2yYn litt ")f er, 
h=V “ 
0 
aus welcher, indem darin a=5 oder n= 4 genommen wird, der Werth des Integrals 
auf der rechten Seite und sonach die Finalgleichung: 
2h>sti x . 
h=n—1 zu it il n 
> 2 a Ze Yn 
h=0) {+1 
hervorgeht, welche die vollständige Summirung der Gaussschen Reihen enthält. 
Da die Gleichung (11.) leicht aus der Formel (A.) in der schon aus dem Jahre 
1514 stammenden Cauchyschen Abhandlung „Memoire sur les integrales definies* (Oeuvres 
completes, I" Serie, T. I, p. 335) abgeleitet werden kann und ganz unmittelbar aus der 
l’ormel (11.), p. 98 der „Exercices de Mathematiques* vom Jahre 1826 (Oeuvres com- 
pletes, II® Serie, p. 128) hervorgeht, wenn darin für f(@+yi) die in der obigen Glei- 
chung (1.) unter dem Integralzeichen stehende Function von z+yi genommen wird, so 
erscheint es auffallend — namentlich mit Rücksicht auf die Bemerkungen in der Ein- 
leitung zu der angeführten Abhandlung „Methode simple et nouvelle ete.* — dass Cauchy 
darin nicht von seinen erwähnten Formeln Gebrauch gemacht hat. Aber auch Gauss, 


©) 


der doch wenigstens gegen Ende des Jahres, in welchem die Abhandlung „Summatio 
quarumdam serierum singularium“ erschienen ist, das Theorem schon kannte‘), mittels 
dessen oben die Summirung der Reihen ausgeführt worden ist, hat dasselbe, soviel ich 
weiss, niemals dazu benutzt. 


r 


„Briefwechsel zwischen Gauss und Bessel*, S, 157. 








Eine algebraische Untersuchung über Theta- 


funetionen von drei Argumenten. 
(Von Herrn F. Schottky in Zürich.) 


$1. 


Für o=3 lässt sich eine Entwiekelung durchführen, die der sehr 
ähnlich ist, welehe in einem vorangehenden Aufsatz *) für o=2 gegeben 
wurde. Nur besteht der wesentliche Unferschied, dass wir hier die Argu- 
mente der 'T'heta nicht als willkürlich veränderliche Grössen annehmen, son- 
dern sie beschränken auf solche Werthe, für welche eine der 64 existirenden 
Funetionen verschwindet. Dann können wir uns wieder die Aufgabe stellen, 
alle geraden Abelschen Functionen rational durch drei Veränderliche £, n, 
auszudrücken, die einer algebraischen Gleichung genügen. Man erhält 


N 


so zwar nur eine partieuläre Lösung der zwischen den 'I’'heta bestehenden 
Relationen. Aber erstens ist es möglich, von einer solchen partieulären 
Lösung durch das Additionstheorem zur allgemeinen überzugehen. Zweitens 
bietet die Untersuchung, auch wenn man das Problem nicht bis zu diesem 
Ziele verfolgt. einige interessante algebraische oder analytisch-geometrische 
Resultate. Es treten wieder zwei Flächen auf, von denen die eine der 
Weddleschen Fläche der Kegelspitzen, die andre der Kummerschen Fläche 
analog ist. Wir wollen zunächst einen Weg angeben, auf dem man direet 
zur Gleichung dieser zweiten Fläche gelangen kann. 

Bei unbeschränkten Werthen der Argumente bestehen zwischen den 
(Juadraten der T'heta lineare Relationen, vermöge deren sich alle durch acht 
unter ihnen linear und homogen ausdrücken lassen. An Stelle dieser acht 
(zrössen können wir auch lineare Verbindungen derselben setzen. Es sei 
9 eine bestimmte von den 64 Funetionen. Zu denjenigen Grössen, welche 

*) Ueber die Beziehungen zwischen den sechzehn Thetafunetionen von zwei Variabeln. 
Dieses Journal Bd. 105, S. 233. 
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sich als lineare Aggregate der ©), darstellen lassen, gehören dann auch die 
sechs folgenden: 





,„ 0’loe © ‚ 0?]oe © ,„ 0°]loe © 
0° ——, 0, ... © — i 
ou ouou ou 


/u © und den sechs Grössen dieser Reihe müssen wir noch eine achte, 
U, hinzufügen, um ein System zu erhalten, durch welches alle Funetionen 

9, linear ausgedrückt werden können. 
Die angegebene Darstellung muss auch gültig bleiben, wenn man 
en ; 00 00 00 
= setzt. DBezeiehnet man die Differentialquotienten —, —, =; 
| ou’ cu’ ou 

A, B, C, so geht für 0 =: 


‚O0gO 0 i 
u Ma PER BER 


ou” ouodu 


mit 


über, u. s. f.; es zeigt sich also, dass jede Grösse ©, darstellbar wird in 
der Form: 

- re T 

&, (5% 0@„U+F,(A, B, ©), 
wo «, eine Constante, F,, einen homogenen quadratischen Ausdruck bedeutet. 
Setzt man nun 


A - B U 
u! — m U =», 


A 
so werden alle 'Thetaquotienten als Quadratwurzeln rationaler Funetionen 
von 4, u, v dargestellt, und wenn man diese Ausdrücke in eine der übrigen 
T'heta-Relationen einführt, so erhält man in irrationaler Form die Gleichung 
der gesuchten Fläche. 


$ 2. 
Der Bezeiehnune aller 64 Theta möge eine Hauptreihe 
> be) 
Rt NEN 


zu Grunde gelegt werden. Von den Zahlen 1 bis 7 haben wir alle Com- 
binationen ungerader Ordnung zu bilden. Dadurch werden dann alle Theta 
bestimmt, und zwar ist 0, eine gerade oder ungerade Function, je nachdem 
die Ordnungszahl von m congruent —1 oder eongruent +1 (mod. 4) ist. 
Der Einfachheit wegen ersetzen wir die Combinationen, deren Ordnungszahl 
grösser als 3 ist, durch die complementären von gerader Ordnung; es 
sind dann 


4) 


On +... Om 
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die 36 geraden, und 
or The, Slir Ta = 


die 28 ungeraden Theta. Wir beschränken nun die Argumente durch die 
Gleichung: 
3) 9=0. 
Zur Aufstellung der Relationen verwenden wir den bekannten Satz, dass 
zwischen vier Produeten von je zwei ungeraden T'heta eine lineare Relation 
besteht, unter der Voraussetzung, dass alle vier Produete zu der gleichen 
Periode gehören. Eine solche Gleichung muss deshalb stattfinden zwischen 
9,9: a9 99. 9. 
also auch zwischen: 
Mr, 9, 99, und 99: 


denn das zweite System geht aus dem ersten hervor durch Vermehrung der 
Argumente um die Periode 7. Wenn also = ist, so sind 
9, Gr; 9; Or; 9; I; 


durch eine homogene lineare Gleichung verbunden. Nun ziehen wir den- 
selben Schluss, wie in der anfangs eitirten Arbeit, wo es sich um Funetionen 
von zwei Argumenten handelte. Wir setzen: 


9,9:9,9,, = F 


«rt 
U; 
1. ’ 


Da immer 
Fax; F 212 F.;; 


einer linearen homogenen Gleichung genügen, wenn «, P, y, 2, 4 irgend 
fünf der Zahlen 1 bis 7 bedeuten, so lassen sich alle 35 Produete F,,, als 
lineare Funetionen von vier Grössen x. y, 3, w darstellen, und es muss, 
wenn x irgend eine bestimmte der sieben Zahlen bedeutet, ein festes Werth- 
system 


BE 


“ 


geben, für welches alle funfzehn linearen Funetionen F,;, verschwinden. 


Nimmt man diese sieben festen Werthsysteme als gegeben an, so lässt sich 
F,;,=0 als Gleichung derjeni; 


sen Ebene auffassen, welche durch die Punkte 


e, 9, Y hindurchgeht. Die linearen Functionen F,;. sind hierdurch bestimmt 
bis auf eonstante Factoren. 
Wir fassen diese sieben Werthsysteme hier als die Parameter der 


35” 
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Theorie auf*). Da mit ihnen jede lineare "Transformation vorgenommen 
werden darf, so sind nur sechs von diesen 4.7 Grössen als wesentliche 
Parameter aufzufassen. Die Coordinaten der festen Punkte sind deshalb 
auch durch keine Gleichung verbunden, und speciell ist die Annahme aus- 
zuschliessen, dass vier der Punkte in einer Ebene oder sechs auf einem 
Kegel zweiten Grades liegen, dessen Spitze durch den siebenten Punkt ge- 
bildet wird. 


Wir stellen das neue System auf: 
Ir HI HI, Isar. 
Auch diese Grössen müssen durch eine lineare Gleichung verbunden sein. 
Davon gehen wir über zu folgendem System: 
I, Is, I I Osor 


90 
durch Vermehrung der Argumente um die halbe Periode5. Da 0 =0 ist, 
bekommen wir auf diese Weise eine Gleichung: 


56 
Diese multiplieiren wir mit 
9,0,9,9,0: 
und setzen 
1.)  0,0,9,9,99,6, = II. 
Dann folgt: 
2) AR Pus+BRasFius = 0.0250 


a 
v0 


56°» 
Setzen wir: 


(3.) IT: u e — Gun 


so wird durch die Gleichung (2.) @,, dargestellt als quadratische Function, 


*) Es sind dieselben Parameter, welche Herr Frobenius in seinen Untersuchungen 
über die Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung verwendet (dieses Journal Bd. 99). 
Mit den Coefficienten der linearen Anfangsglieder von ©,,.... ©, hängen die Raumpunkte 
(1) bis (7) in folgender Weise zusammen. Es seien u, u,. ... a. diese Anfangselieder. 
\ oO 1? 2) 7 be} 

Da es lineare homogene Functionen von drei Argumenten sind, so bestehen zwischen 
D 8 ’ 
den Grössen u vier Gleichungen: 


N(A, w)=d, Z8,.4)=0 26.) =U 22.0) = 0, 
I 


und man kann A,, B,, C,.. D. direet den Grössen a,, b,, C„, d„ proportional annehmen. 
In derselben Beziehung stehen für e=2 die Punkte 1 bis 6 zu den Anfangs- 
gliedern der sechs ungeraden Thetafunctionen. 
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die im Punkte 5 von der zweiten Ordnung, und ausserdem in 1, 2, 3, 4 
von der ersten Ordnung verschwindet. Ebenso könnten wir einen quadra- 
tischen Ausdruck für dieselbe Grösse finden, der auch im Punkte 5 von 


der zweiten Ordnune, und ausserdem in 1. 2. 3. 7 versehwindet. Offenbar 


8) 
müssen beide Ausdrücke identisch sein; @,, ist also diejenige, bis auf einen 
constanten Factor bestimmte, quadratische Funetion von z, y, 2, w, die in 
allen Hauptpunkten mit Ausnahme von (6) verschwindet, und zwar im 
Punkte (5) von der zweiten Ordnung. @G,,=0 ist die Gleichung eines 
Kegels zweiten Grades mit der Spitze in (5), der nieht durch (6) hindurch- 
geht, aber durch die übrigen Punkte. 

Funetionen dieser Art existiren 42, die man paarweise zusammen- 
fassen kann. Dabei ist 
(4) 0,9. Su 
eine Function vierten Grades, die in allen sieben festen Punkten von der 
zweiten Ordnung verschwindet. Aus den 'Gleiehungen: 





folgt aber: 

Br, = 
So sind also zunächst alle Grössen /T’.9;, mit zweigliedrigem Index dar- 
gestellt als Functionen vierten Grades, die mit ihren ersten Ableitungen in 
den sieben Hauptpunkten verschwinden. 


Ferner ergiebt sich aus den beiden Gleichungen (5.): 
, Ser a Pi 
er 9; G3,u 


Aus dieser letzten Formel folgt, wenn «, 5, y irgend drei der Zahlen ] 
bis 7 bedeuten: 
8) @,,6,;6,.-0,.60,,6., = 0. 

Dies sind verschiedene Formen der algebraischen Gleichung, welehe zwi- 
schen den Veränderlichen x, y, z, w besteht. Vermöge dieser Gleichung 
ist der Punkt (z,y,z,w) auf eine Fläche sechsten Grades mit sieben drei- 
fachen Punkten beschränkt; denn der Ausdruck auf der linken Seite der 
Gleichung (8.) verschwindet offenbar in allen Hauptpunkten von der dritten 
Ordnung. 
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$4. 
Weiter betrachten wir die vier Produete: 

O, G;, I: GO; ’ O, Op; O5 Os, 
die ebenfalls den Voraussetzungen des Fundamentalsatzes genügen. Hieraus 
gehen, durch Vermehrung der Argumente um die halbe Periode 12, die 
(srössen hervor: 

9,09 9095, II Isar. 
Daraus folgt, da 9= 0 ist, dass sich 

0,0,; durch 9,09, und 9, Cr 


ausdrücken lässt. — Nun ist 
i 0) J 
G,;, = I. - ® 1 
Fo: a. 9, O7 9; I; 
Folglich 
. IIO,9,9,9, 
G;1 F,;; = 9 


Ebenso ist 
II9,9,9,0 


G,; F ge 6 ‚Q ‚7% 
91 + 9 1: 4 
19.9.9 0. 
119,9,9,9; 23 ur —t en  . 9,9: 


Da nun die Ausdrücke auf der rechten Seite dieser drei Gleichungen 
dureh eine lineare Gleichung verbunden sind, so folgt, dass sich das Product 
IT0,9,9,9,9, = IP a _ 

99,9, 
linear durch @,,F,; und @,,F,, darstellen lässt. Beide Terme sind vom 
dritten Grade und werden Null von der zweiten Ordnung in den Punkten (4), 
(5), (6), (7), von der ersten in (2) und (3); die Summe aber muss, der 
Symmetrie wegen, auch im Punkte (1) verschwinden. Wir erhalten also: 
0) 


ni. 123 a . 
” 9,0,9, Hın, 


wo H,, eine kubische Funetion bedeutet, die in den Punkten (1), (2), (3) 
von der ersten, in den vier übrigen von der zweiten Ordnung verschwindet. 
Dieselbe ist wieder durch die angegebenen Bedingungen bis auf einen con- 
stanten Factor bestimmt. 
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Aus den beiden Gleichungen: 
(1.) 90,9, 03 = Fa; 


II“, En. 


fs 
(2.) 07 9, 9, H..; 


folgt durch Multiplieation: 
BB): 2, Fanlin = Tun; 
es wird wieder /T’@° als zerfallende Funetion vierten Grades dargestellt. 
die in allen Hauptpunkten von der zweiten Ordnung verschwindet. 
Aus denselben Gleichungen ergiebt sich dureh Division: 


pe 
9:09:09: F,, 
Ebenso ist: 
Ir H,,, 
00:0: — F,' 
mithin: 
(F 9; Pr PS. 
8) FH, 
Nach dem vorigen Paragraphen aber ist: 
Q: 7 
: G4; ’ 


4 
also erhalten wir: 
/p N Y Y 
(6.) G;,,F4H, 3 — 


»— 6, F13Hıa = Q. 
Dies ist eine neue Form für die Gleichung der Fundamentalfläche, 
auf welche der Punkt (x, y, z, w) beschränkt ist. Während aus der ersten 


Form (Gleichune (8.), $3) hervorgeht, dass die 21 Raumeurven vierter 
8 \ ‚.% { 


Ordnung auf dieser Fläche liegen, in denen die Kegelpaare @,;= 0, @; Ü 
zusammentreffen, so folgt hier, dass dieselbe Fläche auch die ebenen Uurven 
dritten Grades enthält, in welchen die Flächen F,,,=0, H,,=0 sich 
schneiden. 

SD. 


Endlich benutzen wir die lineare Gleichung, welche zwischen 


9,9, 949. 99. 959 


besteht. Aus den Formeln: 


r II. 9-- 
. Q, 

9,9, 
Gn „Lu 


(); 
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folgt: 


IT.o, , ; 
90 


6 


G,.@ 


7,0. a,6 


— 


6a* 


Folglich existirt eine lineare Relation zwischen: 
IF G;, @,@;1; G,,@;>, (1,5073. 

Hier zeigt sich, dass /7’@; dargestellt wird durch eine Function vierter 
Ordnung, L-, die im Punkte (7) von der dritten Ordnung verschwindet. 
Denn der Punkt (7) ist ein Doppelpunkt der Fläche @,,=0, er liegt aber 
auch auf der Fläche @;=0. Ausserdem wird der Ausdruck Null von der 
zweiten Ordnung in den übrigen Punkten; dies ist evident für die Punkte 
(1) bis (5) und muss wieder für den Punkt (6) aus der Symmetrie der 
Voraussetzungen geschlossen werden. Wir bezeichnen diese Function, welche 
wieder durch die angegebenen Bedingungen algebraisch bestimmt ist bis auf 
einen constanten Factor, als L;: 


1) Pe&=-L. 
Es sind auf diese Weise 65 Funetionen vierten Grades definirt, die alle, 
nebst ihren ersten Ableitungen, in den sieben Hauptpunkten verschwinden: 
nämlich 35-+21 zerfallende: 


G,,; (5, -_ Le;; 
v 
F aßry H,;, . Las; 9 


und sieben, Z,, welche nicht zerfallen, aber in einem Hauptpunkte von der 
dritten Ordnung verschwinden. Unter der Annahme, dass 9 = 0 ist, haben 
wir durch diese Ausdrücke die Quadrate der übrigen T'hetafunetionen dar- 
gestellt: 


2) IT. =1 


m?’ 


Die linearen Relationen, welche zwischen den Quadraten der T'heta bestehen, 
werden identisch erfüllt, sobald man für sie die gefundenen Ausdrücke ein- 
setzt. ‚Je neun T'hetaquadrate, und, wenn man = setzt, schon je acht 
der übrigen, sınd durch eine lineare Gleichung verbunden. Dasselbe gilt 
für die rationalen Ausdrücke /,. Denn es sind sämmtlich Funetionen vier- 
ten (Grades, deren Coeffieienten 4.7 Bedingungen genügen müssen; es giebt 
nur sieben linear unabhängige Functionen vierten Grades ZL, die in den 
sieben festen Punkten von der zweiten Ordnung verschwinden. 


Zu den verschiedenen Formen der Fundamentalgleichung können 


or 
Le) 
wir noch diese hinzufügen: 








I 
=] 
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(3.) F >, FL; — H,» H;; Ed, 
(4.) GL. — G,, L, v. 


\ 


Denn es ist 
F.»; 9, 0,0; O2; F ss = 0,0, I Iso; L; = IM. G}; 
folglich: 
Fi FL; — Br 0. I; Oo 
Ferner: 
IT. A 
9,9,9, ' 


Pre. 


Hn = 9,9,9, ' 


H,s = 
daher ist auch: 

HH; = IP.9, 0,2 Osse- 
Die andere Formel ergiebt sich ebenso; da 


11.99, 
9, 


ER: L, = IP. 
ist, so Ist: . 
G,.L, = IP’.0,0,0,.= @;,L.. 


$ 6. 

Unter den speciellen Curven, die auf der Fundamentalfläche liegen, 
wurden bereits erwähnt die ebenen Curven dritter Ordnung, in denen eine 
Ebene F,,,=0 die zugehörige Fläche dritten Grades H,;, = 0 schneidet, 
und die Schnittlinien der Kegelpaare @,;=0, G;,=0. Jede solche Curve 
ist Doppellinie einer zerfallenden Fläche Z, = 0; das entsprechende ©, ver- 
schwindet also in allen ihren Punkten, während die 62 übrigen T’'hetafune- 
tionen von O0 verschiedene Werthe haben. 

Es giebt aber eine zweite Gruppe von 28 speciellen Curven auf der 
Fläche, in denen, eine grössere Anzahl von Thetafunetionen verschwindet; 
sodass wir den Schluss ziehen müssen, dass längs denselben die Argumente 
constant sind. 

I. Von solcher Beschaffenheit ist erstens die gerade Linie, welche 
zwei Hauptpunkte mit einander verbindet. Betrachten wir z. B. die Ver- 
bindungslinie der Punkte (1) und (2), die wir A, nennen. Durch dieselbe 
gehen die Ebenen: 


Fa — 0, F,2 — Ö, a FF. — 0: 


’ 


also verschwinden in A,, die Funetionen 


(1.) Bis. | A . . . Eon 
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Es verschwinden aber auch in derselben Linie die Funetionen 
(2.) Las, Las, FE Leser, 


deren Indices keines der beiden Elemente 1, 2 enthalten; denn wenn auch 
die Linie A, nicht der Ebene F,,,= 0 angehört, so liegt sie doch auf der 
Fläche dritten Grades H,,=0. Wir hatten nämlich in $4 den Ausdruck 
H,, zusammengesetzt aus: 

G,.F,; und G;,Fer- 
Ebenso lässt sich H,,. zusammensetzen aus 

G4F5, und @G;,Fa. 


Daraus folgt die ausgesprochene Behauptung. Die Fläche A,,=0 aber 
geht nicht durch die Linie A... Denn H,,, kann aus 


@;,F;,; und @4Fss; 


zusammengesetzt werden. Nun enthält zwar der Kegel @,,=0 die Linie 
k,,; denn seine Spitze ist der Punkt (1), und auf der Fläche liegt auch 
der Punkt (2), aber weder die Ebene F,,=0 noch der Kegel @,= 0 
enthält diese Gerade. Wir sehen also: Von den Funectionen ZL,;, verschwin- 
den diejenigen in allen Punkten von A,, deren Index @%y entweder keins 
der beiden Elemente 1, 2 oder beide enthält, während die übrigen in dieser 
Linie nicht verschwinden. 

Weder @,, noch @,, verschwindet in A. Dasselbe gilt von den 
Factoren von L,. Aber die Flächen @,,=0 und @,;,=0 enthalten diese 
Linie. Daraus geht hervor, dass von den Grössen Z,; die und nur die in 
der Linie A, verschwinden, deren Index «? das eine der beiden Elemente 
1, 2 enthält, das andere aber nicht: 

ee Si 7 

Die Function Z, zerfällt nicht. Zufolge $ 5 lässt sich Z, zusammen- 

setzen aus 

G;, G,,5, 13.2 Gr, 5, G;; G4;- 
@,, und @,, werden O0 in der Linie A,, aber weder @,, noch @,,;; folglich 
liegt die Linie A, nicht auf der Fläche 74, =0. 

Dagegen kann L, zusammengesetzt werden aus 

G,3@35; G,4@406; G,,5 15,65 


alle diese Terme verschwinden in A,,, folglich auch Z,. Dasselbe gilt von Z,. 
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_— 


Fasst man diese einzelnen Resultate zusammen, so folgt: 

Längs der Linie A, verschwinden alle T'hetafunetionen, welehe in 
ungerade übergehen, wenn man die Argumente um die halbe Periode 12 ver- 
mehrt. Man kann die Function ©, welche in allen Punkten der Fläche 0 
ist, auch hierzu rechnen; dann ist die Anzahl der Grössen ©,, welche in 
),., verschwinden, gleich 28. Da die Argumente nothwendig congruent 0 
sein müssen, wenn alle ungeraden Thetafunetionen den Werth O0 haben, so 
folgt, dass die Argumente der Theta in A, constant, und zwar gleich der 
halben Periode 12 sind. 

II. Es giebt aber noch sieben andere Linien auf der Fläche, welche 
dieselbe Eigenschaft besitzen, wie die 21 Geraden 4, ,. 
sieben Hauptpunkte bestimmen eine Raumeurve dritter Ordnung. Wir nennen 
diese Ourven A,, A,, ... A,; sodass A, diejenige ist, welche durch die Punkte 
(2) bis (7). aber nicht durch den Punkt (1) hindurchgeht. Nach einem 
bekannten Satz liegt die haumeurve A, auf allen Kegelflächen: 


Irgend sechs der 


G;, u 0, Gı=V0, ... G;, =V, 


die den Punkt (1) nicht enthalten, und nur auf diesen; also sind in ihr die 
Funetionen 
I VER ER; 
während 
Biss) Ziyupvi, 
von O0 verschiedene Werthe haben. 
Ferner liegt A, auf der Fläche H,, = 0; denn es ist: 


Ha = AG,,Fsr+ BG, Fyor 


Endlich gehört sie auch den Flächen %,=0, L,=0 ete. an; denn es ist 
L, darstellbar in der Form: 


In: A (1,3 G;,, + BG, ; G,, er GG; G;,. 


Man sieht, dass in den Punkten der Linie A, alle diejenigen T'hetafunetionen 
verschwinden, welche durch Vermehrung der Argumente um die zum Index 
1 gehörige halbe Periode in ungerade übergeführt werden. Daraus folgt, 
dass auch längs dieser Linien 4,. 4, ... 4- die Argumente constant sind 
und zwar gleich den halben Perioden. welche denselben Index haben. 
Sobald man also für die Argumente eine der 28 halben Perioden 
setzt, welche die Function © in eine ungerade überführen, so werden die 
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Abelschen Functionen 
w 
unbestimmt; einem solchen Werthsystem der Argumente entsprechen Punkte 
(2, Y,3,w), die eine ganze Linie der Fläche erfüllen. 

Dass den übrigen Perioden (123), (124) etc. keine derartigen Cur- 


ven entsprechen, liegt daran, dass wir uns hier auf solche Werthsysteme 
beschränken müssen, wofür O=0 wird. 


$7. 

Wir sehen ab von der Gleichung, welche zwischen x, y, 3, w be- 
steht, und betrachten jetzt diese Grössen als unabhängige Veränderliche. 
Diejenigen homogenen ganzen Functionen vierten Grades, die in sämmt- 
lichen Hauptpunkten von der zweiten Ordnung verschwinden, wollen wir 
allgemein als Z-Functionen bezeichnen; zu ihnen gehören die 63 speciellen 
Ausdrücke ZL,, L,; und L,;,, welche entweder zerfallen oder in einem Haupt- 
punkt von noch höherer Ordnung verschwinden. Zwischen je acht Grössen 
L besteht eine lineare Gleichung. Nun lassen sich aber sechs Grössen Z, 
die offenbar linear unabhängig sind, in folgender Weise bilden. Wir stellen 
zunächst drei linear unabhängige Functionen zweiten Grades A, B, C auf, 
die in allen Hauptpunkten von der ersten Ordnung verschwinden; dann 
gehören die Quadrate und Producte derselben A’, AB, AC etc. zu den 
(srössen L. Es muss aber ausser diesen sechs noch eine siebente existiren, 
die nicht als quadratische Funetion von A, B, C darstellbar ist. Bezeichnen 
wir eine solche mit U, so lässt sich dann jedes Z ausdrücken in der Form: 

(1.) L= «eU+F(A,B,C), 
wo « eine Constante, F eine quadratische Function von A, B, C bedeutet. 

Unter einer eigentlichen L-Function verstehen wir eine solche, in der 
der Coeffieient @ von O0 verschieden ist. Die Flächen zweiten Grades 
A=0, B=0, C=0 haben ausser den sieben Hauptpunkten noch einen 
achten Punkt gemeinsam, dessen Coordinaten rational durch die sieben 
gegebenen bestimmt sind, und den wir als den Punkt (8) bezeichnen. Die un- 
eigentlichen Z-Funetionen verschwinden auch in diesem Punkt, ebenfalls von 
der zweiten Ordnung. Wenn U im Restpunkt verschwände, so würde nach 
Formel (1.) auch jedes eigentliche Z dort den Werth 0 haben. Betrachten 
wir aber die speeielle Funetion L;= @:@. @,.=0 ist die Gleichung 
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eines Kegels zweiten Grades, auf dem die Punkte (1), (3), (4, (5), (6), 
(7) liegen; enthielte die Fläche den Punkt (8), so müsste sie auch den 
Punkt (2) enthalten. Das ist nieht der Fall; folglich geht die Fläche nicht 
durch den Punkt (8). Dasselbe gilt von @,,. Mithin ist Z,,, also auch U, 
im Punkt (8) von O0 verschieden. 

Es geht hieraus hervor: Sobald eine Fläche vierten Grades, welche 
sieben Doppelpunkte in unabhängiger Lage besitzt, durch den zugehörigen 
achten Punkt hindurehgeht, ist dieser auch ein Doppelpunkt, und die Glei- 
chung der Fläche darstellbar in der Form: 

F(A,B,C) = 0. 

Wir setzen: 


A B U 
2. 4 ze u ey, 
( ) Ü b Ü ea 0? 
. . . . . . Mn l % . . 
Dies sind drei rationale Functionen von n , >> Umgekehrt sind diese 


letzteren Grössen algebraische Functionen von 4, «, v, und wir stellen uns 
die Aufgabe, die Art dieser Abhängigkeit genauer zu bestimmen. Dabei 
geben wir jetzt die homogene Darstellung auf, ohne deshalb die Bezeich- 
nungen zu ändern; wir setzen die vierte Variable e=1. Ferner denken 
wir uns die Function U so gewählt, dass sie im Punkt (S) den Werth 1 
erhält; der Coefficient « in der Gleichung (1.) bedeutet dann den Werth 
von L im Punkt (8). 
Die Grössen L lassen sich jetzt in folgender Weise darstellen: 
(3) L= (Clarv+g(l, u), 

wo « constant, g eine ganze quadratische Function von A, 1 bedeutet, die 
aber nieht nothwendig homogen ist. Dabei sind A, «, v selbst Quotienten 
specieller L-Funetionen, wie leicht zu sehen ist. 


8. 

Betrachtet man die Grössen A, « als Constanten und lässt nur » 
variiren, so wird hierdurch der Punkt x, y, z beschränkt auf eine Raum- 
curve vierter Ordnung, die wir oe nennen wollen, die Schnittlinie der beiden 
Flächen zweiten Grades A—/AC=0, B-uC=0. Auf dieser Raumeurve 
liegt ausser den sieben Hauptpunkten auch der Punkt (8). 

Wenn wir uns auf die Curve go beschränken, so können wir x, y, 2 
als elliptische Funetionen vierten Grades einer Veränderlichen # auffassen, 
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die alle drei für dieselben vier Werthe von « unendlich gross werden. Die 
Variable « sei so definirt, dass im Punkt (8) «=0 ist. Ferner seien «,, 
%:, ».. %, die Werthe von # in den Hauptpunkten, und s ihre Summe; e da- 
gegen sei die Summe der vier Werthe, wofür x, y, 3 unendlich gross werden. 
Es ist dann leicht zu sehen, dass s gleich oder eongruent 2e ist. Denn be- 
trachten wir C als Function von «, so ist diese vom achten Grade, sie wird 
für dieselben Werthe von «# unendlich, wie x, y, 3, aber von der zweiten 
Ordnung. Folglich muss auch die Summe der Werthe, wofür C= (0 wird, 
congruent 2e sein. Nun wird aber C=0 für =0, , %, ... u; folglich 
ist s gleich oder econgruent 2ce, und wir können s=2c annehmen. 


Die elliptische Funetion achten Grades, der A, B und C auf der Curve 
proportional werden, nennen wir f(w); ihren constanten Factor normiren wir 
so, dass f(0)=1 ist. In dem Ausdrucke (3.) im vorigen Paragraphen 
wird jetzt g(4, «) eine Constante, dagegen v eine elliptische Funetion von x. 
Zähler und Nenner werden für dieselben Werthe von « unendlich gross, 
und zwar von derselben Ordnung. Ausserdem verschwinden aber auch 
Zähler und Nenner von der zweiten Ordnung für die Werthe vu = «,, 
U, 2... %: für = 0 aber verschwindet der Nenner von der zweiten Ord- 
nung, während der Zähler nicht verschwindet. Hieraus folgt, dass » eine 
elliptische Funetion zweiten Grades ist, die nur für «= 0 unendlich wird. 
Eine solche ist in der Form 

v= oplu)+P 
darstellbar, wo « und # Constanten, (u) die Weierstrasssche Grundfunetion 
bedeutet. 

Dadurch, dass wir A, «u als constant angenommen haben, wurde der 
Punkt x, y, 3 auf eine Curve beschränkt. Halten wir ausserdem v fest, 
so bekommen wir im Allgemeinen zwei Punkte dieser Curve. Denn v 
ist durch eine lineare Gleichung mit g(w) verbunden, zu einem Werthe von 
(u) aber gehören zwei Werthe, « und —w, und somit zwei Punkte der 
Curve. Nur wenn 9(a)=0 wird, fallen diese beiden Punkte zusammen. 
Es gehören also im Allgemeinen zu einem Werthsystem 4, u, v zwei Punkte 
(v,y,3) und (x',y',3'). 

Zwei Punkte P und P', für welche 4, u, v dieselben Werthe haben, 
nennen wir entsprechende. 

Mit dieser Definition ist die folgende gleichwerthig: 
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Zwei Punkte heissen entsprechende, wenn jede L-Function, die in dem 
einen verschwindet, auch in dem andern den Werth 0 annimmt. 

Denn nehmen wir an, es seien Z und ZL’ zwei L-Funetionen, von 
denen die erstere 0 wird im Punkte P, die andere nicht. Der Quotient 


; Br’; . e n . a 
beider jr st eine rationale Funetion A, «u, v; diese muss also der ersten 
Definition zufolge auch in P’ verschwinden. 

Gehen wir umgekehrt von der zweiten Definition aus und nennen 


N 


hy, os Yu die Werthe von 4, «, v im Punkte P. Dann sind O’G—4,), 
C’(u—u,), C’(v—rv ) specielle Z-Functionen, die im Punkte P verschwinden. 
Folglich müssen diese auch in P’ verschwinden. Es muss also auch dort 
,»—= 4, u=M, v=v, sen. Für C=0 wird der Schluss scheinbar illuso- 
risch, aber man kann vermöge einfacher Transformationen C durch A und 
B ersetzen. Die Punkte (1) bis (8) sind allerdings Ausnahmestellen. 

Nimmt man 4, u, v als gegeben an, »so werden die beiden zugehöri- 
gen Punkte P und P’ durch Auflösung einer quadratischen Gleichung ge- 
funden. Indem wir nur 4, « als fest betrachten, können wir x, y, z rational 
ausdrücken durch @(u) und 9 (u). g(u) ist aber eine lineare Function von 
v, folglich 9'(v) die Quadratwurzel aus einer ganzen Function dritten Grades 
von v. Wir werden also x, y, z rational durch 4A, «, v und die Quadrat- 
wurzel aus einer ganzen Function dritten Grades von v ausdrücken können, 
deren Üoeffieienten natürlich noch von A und « abhängen. 

Von den beiden einander entsprechenden Punkten P und P’ aber ist 
jeder eindeutig rational durch den andern bestimmt, und zwar ist die Trans- 
formation, durch die der eine aus dem andern hervorgeht, eine involutorische. 
Mehr geometrisch lässt sich die Transformation so definiren: 

Man denke sich die Raumcurve o, welche durch P und die sieben Haupt- 
punkte gelegt werden kann. Auf dieser liegt auch der Punkt (5). In (8) 
lege man die Tangente an die Curve, und durch diese irgend eine Ebene E = \. 
Die Ebene E=V0 schneidet dann die Curve in zwei weiteren Punkten O und 
0'. Durch diese beiden Punkte und P werde jetzt eine zweite Ebene, E =, 
gelegt; nennt man P’ den vierten Punkt, in welchem diese Ebene die Curve 9 
trifft, so ist P’ der entsprechende Punkt von P. 

Denn werden die beiden Ebenen E=0, E'=0 in der angegebenen 


al} 


Weise bestimmt, so ist der Quotient 5 eine rationale Function von x, y, 2, 
welche auf der Curve e nur im Punkte (8) unendlich wird, von der zweiten 
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Ordnung, und nur in P und P’ verschwindet. 
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Eine solehe muss aber eine 


lineare Function von @(u) oder, was dasselbe ist, von v sein; folglich muss 
v in beiden Punkten P und P’ denselben Werth haben. 


89. 


Sämmtliche Z-Funetionen werden auf der Curve o elliptische Func- 
tionen von a, die sich aus f’(a) und f’(w) @(w) linear zusammensetzen. Die 
Funetion Z, verschwindet für «= u, von der dritten Ordnung, während f’(w) 
nur von der zweiten Ordnung Null wird. Es ist also: 


L, = UF WPW)-PW)), 


wo /, eine Constante bedeutet, der Werth von Z, im Punkte (8). 
L,, besteht aus den Factoren @,, und @,,. Der Quotient 


Lirz 
(u) 


ist eine elliptische Function zweiten Grades, welche unendlich wird für 
a=0, u=m, und O0 für v=u,; sie muss also ausserdem 0 werden für 


u 2 U; — U, 


Mithin ist 


Endlich wird FR,» =0 für v=w, %, a und einen vierten Werth «'. 


Summe dieser vier Werthe muss e = 


für = 


2 


Ebenso ist 
G, _ [eo für a=0, u=m, 
fu) 10 für = %, UA=m—U. 


La = of (uw)|p(u) -plu—W)). 


auch Z.,;= 0 werden. Mithin ist 


La = N IONIO 9 ( > BE 1) 


Die 


$s . . 
5 sein; also verschwindet F,, auch 


s . . ® .. 
—4—%—U,. Da F., ein Factor von Z,, ist, so muss hierfür 


Noch symmetrischer lassen sich die drei Formeln darstellen, wenn man die 
Parameter etwas anders wählt. Es werde gesetzt: 


U, un ®,„ en ©) 


vtu +++ = (0. 


Durch diese acht Gleichungen sind die Grössen v vollständig bestimmt. 


Aus ihnen folgt: 
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Daher ist: 
L, = 1 FWpW)-p(le,.—v,)), 
L,; = I. Fa)(p(u)—-plw.—v;)). 
L,, = Is WpW)—p(o.+v;+P%,+%)). 


l,, bedeutet den Werth von ZL, im Punkt (8). Denkt man sich von den 
T'hetafunetionen constante Factoren abgesondert: 


Oo, En 1,0,(u, u, u") 


nach dem Prineip, dass die Differenz zweier Funetionen 0’, ausdrückbar 
sein soll in der Form: 
o’loe® } A 


- Pr ++ X Tr 
ou ou 


0,0, = (a+ß 
so würden in den letzten Gleichungen die Factoren / sämmtlieh fortfallen; 
die Funetionen Z,- hätten im Punkt (8) alle den gleichen Werth. 
Wir setzen: 
(1: vr Cl ıa; 

wo c,, den Werth von @,, im Punkt (8) bedeuten soll. 7,, ist dann eine 
quadratische Function von x, y, z von denselben Eigenschaften wie @,,. 
sie wird aber gleich 1 im Punkte (8). Betrachten wir sie, längs der Curve o, 
als elliptische Function von «, und setzen: 

TI. I’, 3 3, Ze (u) 

Re) I N 

T;\ i I ;;: i PT, 

f(u) fu) Fu) 
so sind y(u) und w(a) elliptische Functionen dritten Grades, die nur für 
a=(0 unendlich werden. Denn es wird zwar der erste Faetor von (u) 
auch unendlich gross für «= «,, für denselben Werth verschwindet aber 
der zweite Factor, u. 8. f. Für kleine Werthe von « fängt die Entwicklung 


vu), 


sowohl von (u) als von w(x) an mit „»; (u) wird aber 0 für die ent- 


gegengesetzten Werthe von » wie (wu). Denn die Factoren von p(u) ver- 
schwinden ausser für #,, %, a, noch für die drei Werthe u, —u,, 9, —%, 4 —%;. 
während 7\,, Null wird für „= w,—w,, I;, für »—w,, T\, für ve w—u,. 
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Hieraus folgt, dass 
v(u) = —Yp(—-u) 
ist. Mithin ist 
Fat) = yW-p-n) 


eine ungerade Function von x, die nur für «= (0 unendlich wird, und da 
> 
Ihre Entwiekelung anfängt mit 5 so muss sie mit —@'w) identisch sein. 


Für die Punkte der Curve o gilt also die Gleichung 
7.17, +N,13:13 = -PWpu). 
Die rationale Function von x, y, 3 auf der linken Seite hängt scheinbar 
ab von den Indices 1, 2, 3, sodass man durch Vertauschung derselben mit 
den übrigen 35 der Form nach verschiedene Ausdrücke erhält. Aus der 
aufgestellten Gleichung geht aber hervor, dass alle diese Ausdrücke längs 
der Curve o den gleichen Werth erhalten, und da man durch jeden Punkt 
des Raumes eine solche Curve legen kann, so müssen sie identisch sein. 
Wir bezeichnen diese rationale Function mit 2T; sodass T =1 wird 
im Punkte (8). Ferner setzen wir: 
n 
Be 
r unterscheidet sich dann auf der Curve 0 nur um einen constanten Factor 
von 9w). Zu zwei entsprechenden Punkten P, P’ gehören entgegengesetzte 
Werthe von a, also auch von r. Wir haben also hier eine rationale Func- 
tion von x, y, z aufgestellt, welche den entgegengesetzten Werth annimmt, 
wenn man den Punkt (x, y, 3) durch den entsprechenden ersetzt. Es müssen 
sich daher x, y, 3 rational durch 4, u, v, r, dagegen r’ rational durch 4, 
u, v ausdrücken lassen. 


$ 10. 


Dass T= 0 unsere Fundamentalgleichung ist, lässt sich jetzt in 
folgender Weise erkennen. Es war gesetzt worden: 


(1.) N :T3;3 1; ı+15115: N; no ZT, 
und die Fundamentalgleichung zwischen z, y, 3 war in $3 in folgender 
Form aufgestellt worden: 

(2.) G,.6@,@,1— 6,62; = 0; 


@,; aber unterscheidet sich von 7',, nur um einen eonstanten Factor. Be- 
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zeichnen wir mit T’ den Ausdruck auf der linken Seite dieser zweiten Glei- 
chung, so ist zu beweisen, dass TI’ und T' sich nur um einen constanten 
Factor unterscheiden können. 

Wir dividiren beide Ausdrücke dureh C° und fassen die Quotienten 

T T ’ 
e’ = T, Q —T 
als elliptische Functionen von « auf, indem wir 4, « als constant betrachten. 
Beide Quotienten setzen sich linear zusammen aus den Grössen, die wir im 
vorigen Paragraphen g(w) und w(w) genannt haben, und da ylau)+-wa) = —p (u 
ist, so kann man auch 7 aus 9w) und g(w) zusammensetzen: 
= op(u)+PYy(u). 
y(u) ist eine elliptische Function dritten Grades, welche verschwindet für 
uU=W—H, Y—%, U—%U;; der Ausdruck 7 aber muss symmetrisch sein in 
Bezug auf alle Werthe «,,... ,, die den sieben Hauptpunkten entsprechen. 
Das ist nur möglich, wenn %=0 ist. Denn ebenso gut könnten wir 7 in 
der Form: 
T = ypW)+odp, (a) 
darstellen, wo ,(u) verschwindet für v= m —a, u—%, %—u,; es wäre 
dann identisch: 
ee Y)aW)+HPpyW) Ip, (u) = 0, 

und da y(u) und y,(a) verschwinden für «= w—a,, (u) dagegen nicht, 
so müsste @&—-7=( sein. Dann müssen aber auch die Covefficienten 5 und 
ö Null sein. Mithin ist bis auf einen eonstanten Factor 7’ mit 7 identisch. 
Durch die Fundamentalgleichung wird also der Punkt (x, y,z) auf die Fläche 


der sich selbst entsprechenden Punkte beschränkt. 


s 11. 

Aehnlich, wie man den Punkt P’', welcher einem „gegebenen, P, 
entspricht, definiren kann als den neunten gemeinsamen Nullpunkt aller in 
P verschwindenden Z-Functionen, so kann man die sich selbst entsprechen- 
den Punkte auch definiren als diejenigen, in denen eine eigentliche Z-Fune- 
tion von der zweiten Ordnung Null wird. 

Es sei (=, Yo, 3,) eine willkürliche Stelle des Raumes. Wir bezeich- 
nen sie als den Punkt (0). Es giebt dann zwei linear unabhängige Fune- 
tionen zweiten Grades A, B, welche in den acht Punkten (0), (1), ... (N) 


\ 
37” 
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verschwinden. Jede quadratische Form derselben 
kA’+lIAB-+mB° 


stellt eine Function vierten Grades dar, welche in den acht gegebenen 
Punkten von der zweiten Ordnung verschwindet. Solange die Punkte (0) 
bis (8) nicht besonderen Bedingungen unterworfen sind, ist jede Function 
vierten Grades, die der angegebenen Forderung genügt, linear durch diese 
drei: A’, AB und B? darstellbar. Denn die Differenz zwischen der Anzahl 


der Coeffieienten einer Funetion vierten Grades und der Anzahl der 


Bedingungsgleichungen beträgt 3. Jede solche Function lässt sich in zwei 
Factoren zerlegen, welche linear in A und B, also quadratisch in x, y, 3 
sind; man hat deshalb den Satz: 

Jede Fläche vierten Grades mit acht Doppelpunkten zerfällt in zwei 
Flächen zweiten Grades, ausser wenn diese Doppelpunkte besonderen Be- 
dingungen unterworfen sind. 

Nehmen wir nun an, es existire eine Function vierten Grades, die 
in den acht Punkten von der zweiten Ordnung verschwindet und die nicht 
in quadratische Faetoren zerfällt, so muss zwischen den acht Punkten eine 
Beziehung bestehen. Jedenfalls muss sich die Function, da sie zu den 
(Grössen L gehört, in der Form 

L = «eU-+F(A, B, C) 

darstellen lassen; wobei wir die drei quadratischen Functionen A, B, C so 
wählen können, dass A, B auch im Punkte (0) verschwinden, C dagegen 
nicht. Es muss dann die Funetion Z nebst ihren drei Ableitungen im Punkte 
(0) verschwinden. In diesem Punkt müssen deshalb die vier Gleichungen 
bestehen: 

OA 
Or 


oU oB oC 
eo +Fı +Rz, +5 — 0 


OU 8A , „OB dc 

ta ty Hay = 0 
oU oA oB °C 

u, +F, Ba +R; Fr. +FR; jr ; “ee 0, 

aU+F = Q. 


F,, F,, F, bedeuten die partiellen Ableitungen von F nach A, B, C. An 
die Stelle der letzten Gleichung können wir die folgende setzen: 


2Z2aU+FRA+R,BbB+FC=Vd. 
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Dann hat man ein System von vier homogenen linearen Gleichungen zwi- 
schen «, F,, F., F;. 

Ist «=0, so folgt hieraus, dass im Punkt (0) auch F,, F,, F, ver- 
schwinden müssen. Es werden also gleichzeitig mit A und B alle drei 
Ableitungen von F(A,B,C) gleich 0. Daraus folgt, dass C gar nicht in 
dem Ausdruck vorkommt. Das ist der Fall. den wir vorhin betrachtet haben, 
wo L zerfällt. 

Ist aber « nicht 0, so muss die Determinante 


|oU OU ©U 


x . z 2U 

O2 © 02 

oA oA oA 

= - z A 

COX oy O% 

oB oB oB 

ni - 4 B 

oOx oy 03 
oc oc oC C i 
OX oy 03 


im Punkte (0) verschwinden. Macht man die Ausdrücke homogen, indem 
man wieder die vierte Variable » einführt, so ist dies die Funetionaldeter- 
minante der vier Functionen U, A, B, C von z, y, z, w; sie ist zu gleicher 
Zeit das Product C° mit der Functionaldeterminante der drei Funetionen 4, 
u, v von z, Y, 2. 

Genügt der Punkt (0) dieser Gleichung sechsten Grades, so giebt 
es demnach eine eigentliche Z-Function, welche an dieser Stelle von der 
zweiten Ordnung verschwindet. Nun denken wir uns die Curve o, welche 
durch den Punkt (0) und die sieben Hauptpunkte hindurehgeht, und für 
diese wieder die Variable « eingeführt. Es sei «, der Werth von x im 
Punkt (0). Eine eigentliche Z-Funetion, die im Punkt (0) verschwindet und 
im Punkt (8) den Werth 1 hat, geht.dann über in die elliptische Function 


L = F(wl(plu)—-p(u)). 
Soll aber die Function Z im Punkt (0) von der zweiten Ordnung ver- 
schwinden, so muss auch diese elliptische Function für «= «, unendlich 
klein von der zweiten Ordnung werden; daher muss 
(uw) = 0 
sein. Hieraus geht hervor, dass die Functionaldeterminante von U, A, B, € 
mit der Funetion T identisch ist. Zugleich aber erkennen wir auf diese Weise. 
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dass die Relation T=0 symmetrisch sein muss in Bezug auf alle acht 
Werthsysteme: 

(e,9 8 0), a; Bi Re: 
sie stellt die Bedingung dar, unter welcher eine nicht zerfallende homogene 
Funetion vierten Grades von vier unabhängigen Veränderlichen existirt, 
die mit ihren ersten Ableitungen für diese acht Werthsysteme verschwindet. 


$ 12. 
Wir wissen, dass bei willkürlichen Werthen der Variabeln x, y, z, 
» das Quadrat des Quotienten 


sich als ganze Function dritten Grades der Grösse v darstellen lassen muss, 
deren Coeffieienten nur von 4 und « abhängen. Die genauere Form dieses 
Ausdrucks lässt sich in folgender Weise feststellen. 

T ist eine ganze Function sechsten Grades von x, y, 3, w, die in 
den sieben Hauptpunkten von der dritten Ordnung verschwindet. "T’ ist 
vom zwölften Grade und verschwindet an den Stellen (1) bis (7) von der 
sechsten Ordnung. Die Anzahl der linear unabhängigen Functionen zwölften 
Grades, die in allen Hauptpunkten von der sechsten Ordnung verschwin- 
den, ist: 

1 


— 


4.15 „[ 6.1.8 Er 
3 Ge) = 8 


.r 


3. 
173 
Wir bilden nun folgenden Ausdruck, in dem jeder Term eine solche Fune- 
tion darstellt: 
H = ceT’+(F\U+F,)T+F,U°’+RU’+F,U-+F,. 
c und F, sollen Constanten sein, F,, F, ete. ganze Functionen von A, B, 
C, deren Grad durch den Index bezeichnet wird. Ein solcher Ausdruck 
H enthält: 
1+3+10+1-+6+15-+28 = 64 

Coeffieienten. Wir können deshalb, ohne sie sämmtlich gleich O0 zu setzen, 
die Coeffieienten so bestimmen, dass die Function H identisch verschwindet. 
Jedenfalls muss dann e von 0 verschieden sein, weil weder zwischen U, 
A, B, C eine identische Gleichung besteht, noch T rationai durch diese 
vier Grössen ausdrückbar ist. 
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Dividirt man diese identische Gleichung durch ©’, so verwandelt sie 


sich in eine Relation zwischen 2, u 


- A u. 


e+rfr+h)thr+hr+fr th = 0, 


wo fu, fi, fi ete. ganze, aber nicht homogene Funetionen von 4, 1 bedeuten, 


v, T: 


deren Grad den angefügten Index nicht übersteigt. 
Hier müssen nun, da 7’ eine ganze Funetion dritten Grades von v 
sein soll, die Coeffiecienten des mittleren Terms z(f,r+f;) verschwinden. 
fu muss von OÖ verschieden sein, und wir können 
cl h=-—4 
annehmen. Ausserdem aber können wir voraussetzen, dass f, fortfällt; dies 
ist deswegen erlaubt, weil wir zu U eine beliebige homogene quadratische 
Funetion von A, B, C hinzufügen dürfen. Die beiden identischen Glei 
chungen nehmen dann die Form an: 
T’ = 4U’- 6, U—-6,, 


T = 4v’ —gv —g;, 
> 


wo @,, @, homogene Funetionen vierten und sechsten Grades von A, B, 0; 
9, 9 die entsprechenden nieht homogenen Funetionen von A, u bedeuten. 


Nimmt man die Variabeln x, y, 3 (oder x, y, 2, w) durch die Glei- 
chung T = 0 verbunden an, so ist auch «= 0, und wir erhalten 


PA, u,v)= dv’ 9-5 =V. 


) zwei Punkte 


Während im Allgemeinen zu einem Werthsystem (4, u, v 
(z,y,3) gehören, so definirt diese Gleichung ?=0 die Gesammtheit aller 
(4, u,v), denen nur je ein Punkt (x, y,z) entspricht. Wir können hier 4, 
u, v wieder als die gewöhnlichen reehtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
auffassen. Dann stellt die Gleichung ?= 0 eine specielle Fläche sechsten 
(Grades dar. 

Jede von den 63 speciellen Z-Funetionen lässt sich ausdrücken in 


der Form: 


L,. = 1.C(v—fuCh, u)), 


wo f„(4, w) eine nicht homogene quadratische Funetion von 4, u bedeutet. 
Die Gleichungen 


v—f,(k, u) = 0 
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stellen 63 besondere Flächen zweiten Grades. dar, Paraboloide, die von den 
Parallelen zur v-Axe nur einmal und stets im Endlichen getroffen werden; 
wir wollen sie — analog den singulären 'Tangentialebenen der Kummerschen 
Fläche — die singulären Paraboloide nennen. 

Jedem Werthsystem der Argumente, welches die Gleichung 9 = 0 
erfüllt, entspricht ein Punkt der Fläche 2?=0. Zu diesen Werthsystemen 
gehören aber auch die Perioden mit ein- oder zweigliedrigem Index. Da- 
durch sind 28 besondere Punkte der Fläche: 


P,, P;, wie P,, Pi er Por 


definirt. In jedem solchen Punkte /,, verschwinden, abgesehen von der 
Funetion ©, welche für die ganze Fläche Null ist, 27 T’hetafunctionen, nämlich 
alle diejenigen ©,, welche bei Vermehrung der Argumente um die halbe 
Periode m in ungerade Funetionen übergehen. Da nun allgemein 

IP’.9,, = 1,0’(v—f,(, u)) 
ist, also 

9, 


On _ Const. 7 TC u) 
6, Const. ] \ Ä 


v--f„(A, u) ' 
so folgt, dass in jedem Punkte P,, 27 Functionen 


v—f,(k, u) 
verschwinden; nämlich alle die, für welche ©,, eine ungerade Function ist. 
Durch jeden der 28 besonderen Punkte P gehen also 27 von den 63 singu- 
lären Paraboloiden. 

Dagegen liegen auf jedem der 63 Paraboloide 12 Punkte P und 
zwar 6 Paare, soviel als es Zerlegungen eines Periodenindex in Indices 
zweier ungeraden Theta giebt. Denn der Gleichung v—f,=0 genügen 
alle Punkte P,,, für welche am = m’ Index einer ungeraden Function ist. 


$ 14. 
Bildet man die Differenz 
00 09 
art 


und betrachtet «, «, a’ als willkürlich veränderliche Grössen, so verhält 
sich Q bei der Vermehrung der Argumente um ganze Perioden genau ebenso 
wie die zum Index 1 gehörigen Producte P= 0,0,,, und es muss sich 


mn 


deshalb O0 auch linear durch solche Produete ausdrücken lassen. Da 0 
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selbst eine gerade Function ist, so können auch nur gerade Funetionen P 
bei dieser Darstellung zur Verwendung kommen. Ein vollständiges System 
von linear unabhängigen geraden Functionen P= 9,0,, ist z. B. folgendes: 


4, I Fo G;, I 5. J, ®... () FR 


234 567° 
Wir können also eine Gleichung aufstellen, in der auf der linken Seite die 
Funetion Q, rechts ein lineares Aggregat dieser vier Produete steht. In 
dieser Gleichung setzen wir 9=0 und multiplieiren sie mit 


u. II 
0), Q; er G, = 
2 / J 
Da 
11.9,0 , 
— 2 Gen 
4, . 
II.©,, J - y v 
a . vn FF: 
ZI 
Mr . 09) . . “ 4 a. 
ist, so erhalten wir /7 —- dargestellt als ein lineares Aggregat der Grössen 
OU ö 


GG, GG, 5 Far 
Dies sind sämmtlieh quadratische Funetionen von r, y, z, w, die in allen 
Hauptpunkten, mit Ausnahme der Stelle (1), verschwinden. Es ist aber 


klar, dass das ganze Aggregat auch im Punkte (1) den Werth 0 lraben 


) 
muss. Mithin lässt sich das Produet u linear durch A, B, C darstellen. 
Dasselbe gilt von 7] =. u, und wir können diese drei Grössen direet 
gleich A, B, © setzen: 
BEE 


oJ 
ON OU ( u 


Ü. 
Es folgt hieraus, dass die Differentiale der Argumente dureh die Gleichung 


Adu-+ Bdu + Cdu' 0, 
oder: 

.du-+udu+du — 0 
verbunden sind. 


s 15. 
Wir haben jetzt noch zu beweisen, dass die 28 Punkte P,, Doppelpunkte 
der Fläche ?=0 sind. Betrachten wir einen solehen Punkt P,. In ihm 
werden die Argumente gleich einer halben Periode, und wir können setzen: 


A Z f 
_ 


u=w,+r, wv=w,+r0, WU =w, i 
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wo v, v', v" Variable bedeuten, die im Punkte P,, verschwinden. Sehen 
wir für den Augenblick v, v', vo" als unabhängige Veränderliche an, so ist 
%u,u,u") bis auf einen Exponentialfactor E mit der ungeraden Function 
7, v', ec”) identisch; und wenn wir 
%u,u,u') = EO(, ev, vo"), 
allgemeiner für jeden beliebigen Index a: 
0,u,u,u') = EO,(v,v', ev) 
setzen, so ist jetzt ©, eine gerade oder ungerade Function von v, ®, v', 
je nachdem ©,, eine gerade oder ungerade Function der ursprünglichen 
Argumente u, «, «" ist. 
Beschränken wir jetzt die Argumente durch die Bedingung 
u,u,u) = 0, 
oder, was dasselbe ist, 
Oo,v0,v))=(, 
so 18t: 


9 00 09 00 sLc) 00 
— mai : —=E-—, m = E-: 
ou 00 ou 00 ou oo’ 
daher: 
‚009 00 209 
A= IIE— B=TIE n C= IIE ’ 
00 ov' ? ov'' 


U liess sich in folgender Form darstellen: 
U = IP), 
wo die f, eonstante Coeffiecienten bedeuten, 
Dafür bekommen wir jetzt: 
U= IFE Zf,(0,). 


Folglich ist 


09 
E A « oo 
BL dr 3, 
oo 
06 
B ov 
u 2% C er IQ ’ 
ov’ 
U fi 


I 


(° ‚00 7 
\or' 
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3 


Die Ableitungen von © sind gerade Functionen von e, e', ©. Wir nehmen 
an, was keine wesentliche Beschränkung ist, dass die Ableitung von © nach 
v', wenn ®, v', v" gleich O gesetzt werden, nicht verschwindet, sondern den 
ba 1 erhält. Dann lässt sich vermöge der Gleichung O(e, v', v) = 0 
ce" als Potenzreihe der beiden VEEDEN Variabeln vo und oe’ darstellen: 


un Te, v), 
und zwar enthält diese Entwicklung nur die ungeraden Dimensionen, da ja 


auch in O(v, vo’, ve”) nur ungerade Dimensionen vorkommen. Es verschwindet 
also ©" gleichzeitig mit e und e’. Setzt man diesen Werth von ©” ein, so werden 


0 09 04 


Zn - m) 
7 el) / 


y' ()’ 
00 ' oo <f. „ 


reguläre Potenzreihen von v und ev’, die nur die geraden Dimensionen ent- 


0@ 

de” 

reguläre gerade Functionen von v» und ev. Die constanten Anfangsglieder 

dieser Entwicklungen seien 4,, 4, Y,, die darauf folgenden quadratischen: 
L(v,v), M(e,v), N(e,v); 

dann wird durch die Potenzreihen: 


, = Ayt+ Le, v)+---, 


halten. Der Nenner wird 1 füroe=0, ev’ =0; also werden A, u, v selbst 


u= u, +M(v, ®)+--- 
v= v4 N(e, v)+--- 
die Fläche P(G, u,v) = 0 in der Umgebung des Punktes P,, dargestellt. 
Wir hatten die T'hetaquadrate in folgender Weise ausgedrückt: 
IT’O, = C’f(hy A 
wo jedes f, eine ganze rationale Function von 4, u, v ist. Danach ist auch: 


IT’E'O, = C’f,(A, u, v); 
mithin: 
 %° a 
= u MM. Vı 
39 fa( ”% ) 


u; , 


Oo 
Wir fassen diese Formel ins Auge unter der Voraussetzung, dass ©, eine 
der 27 von © verschiedenen ungeraden Functionen ist. Das Anfangsglied 


in der Entwicklung des Ausdrucks auf der linken Seite nach Potenzen 
38* 
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von ve und © ist V,, wenn V, das lineare Anfangsglied in der Entwicklung 
von ©, bezeichnet; der Nenner kommt nicht in Betracht, weil sein Anfangs- 
glied 1 ist. Es muss also auch die Entwieklung von f,(A, u,rv) mit V} an- 
fangen. Ordnen wir diesen rationalen Ausdruck zunächst nach Potenzen 
von A—h,, U—l,, Y—Y,, wobei das constante Glied wegfällt: 


f,.%, u, vr) = Al) +c(u—m)+e,(v—v,)+, 


und setzen dann für A—4,, «—u,, v—v, die entsprechenden Entwicklungen 
ein, so erhält man als Anfangsglied von f,(A, u, v): 


c,L(v, v)+c,M(e, v)+c,N(e, v)), 
und dies muss mit V identisch sein. 

Betrachten wir jetzt vo, ©’, ve’ als unabhängige Variable. Es sei W 
das lineare Anfangsglied in der Entwicklung der ungeraden Funetion ©, 
W, dasjenige von ©. V, ist dann offenbar diejenige lineare Funetion von 
ve und ©, auf welche die Function dreier Variabeln W, durch die lineare 
Gleichung W=0 redueirt werden kann; somit ist W, darstellbar als: 

W, = V,+d,W, 
wo d, eine Uonstante bedeutet. Für beliebige Werthe von ve, vo, ve” haben 
wir jetzt: 
(W,-d,W) = e,L(e, v)+c,M(e, v)+c, N, v). 
Mithin ist W/ selbst linear durch die sechs Grössen L, M, N, We, W', 
Wo” ausdrückbar. Dies gilt von dem Quadrate des Anfangsglieds einer 
jeden ungeraden Function ©,. 

Wir ziehen hieraus den Schluss, dass zwischen den drei quadratischen 
Funetionen L(e, ©), M(e, oe), N(e, ve’) keine lineare Gleichung besteht. Denn 
unter den Quadraten der ungeraden T'heta sind sieben linear unabhängige; 
aus diesen lässt sich ein lineares Aggregat 


p — ZSk,0: 


bilden, — die von Herrn Frobenius mit p bezeichnete Function —, deren 
Entwieklung nach Potenzen von e, v', ®’ nicht mit der zweiten, sondern 
mit der vierten Ordnung anfängt. Die Function g ist durch diese Bedingung 
bis auf einen constanten Factor bestimmt. Das könnte offenbar nicht der 


Fall sein, wenn die Anfangsglieder der Functionen ©; sich durch weniger 
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als sechs Grössen linear ausdrücken liessen. Zwischen /, M, N kann also 
keine lineare Gleichung mit constanten Üoeffiecienten bestehen. 

Nun denken wir uns die ganze Function sechsten Grades P(4, u, v) 
nach aufsteigenden homogenen Funectionen A—4,, u—u,, v—rv, geordnet. 
Das Anfangsglied dieser Reihe sei w(A—4,, u—u,v—rv,). Da 2 identisch 


- 


verschwindet, wenn man für A—4,, u—u,, v—rv, die Entwicklungen: 
»—A,=L+ete, u—uw,=M+ete, v—v,= N-+ etc. 
einsetzt, so muss das Anfangsglied w von ? verschwinden, wenn für AA, 
u— U, v—v, dıe Anfangsglieder Z, M, N gesetzt werden: es muss identisch: 
w(L, M, N) = 0 
sein. Da aber eine lineare Gleichung zwischen ZL, M, N nicht besteht, so 
muss die homogene Funetion w mindestens quadratisch sein. Daher ver- 
schwindet für A=4, «= u, v =», der Ausdruck 2 mit seinen drei ersten 
Ableitungen. 
Hiermit ist bewiesen, dass die 28 Punkte P,, Doppelpunkte der Fläche 
sechsten Grades 
4v’- -HY—- = V 
sind. 






















Ueber bedingt periodische Functionen eines be- 
schränkt veränderlichen complexen Argumentes 
und Anwendungen derselben auf Mechanik. 


Hierzu Figurentafel 1. 


(Von Herrn Otto Staude in Rostock.) 


Die Umkehrung des „trigonometrischen Integrals“: 
“ ydz 
1) t= f — —— 
“  nay(s—a)(b—;x) 
mit den Variabeln £ und z und den reellen Constanten a, b(>a) und 
y(+0) wird, indem man 


’ ee 
En E — —; 


30 GPRS... AGRPOERN... 


setzt, durch die Formeln: 


b —L ' - b—-e . 
(4) 3= - F A cosw, Y(z-a)(b—z) = > sin 


id _ ii 


ausgeführt, deren letztere sich auch in die Bestandtheile: 


/ Tag w 
‚ 1Yb—-z=1Vb-—a.cos, 


(4) Ys-a= Yb-a.sin 


w 
‘) 
ai 


auflösen lässt. Ist daher eine Funetion der reellen Variabeln z: 
(5.)  E(z, Ys—a, VYb-z3) = GÜ 
innerhalb des begrenzten Intervalles: 
6.) a<z<bÖ 
eine eindeutige, endliche und stetige Function ihrer drei Argumente z, Yz—a, 
Yb—z, so ist dieselbe als Function von £ für alle reellen Werthe von £ ein- 


deutig, endlich und stetig, überdies periodisch mit der Periode 4y. 
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Diese Eigenschaft bleibt der in Rede stehenden Funetion unter ge- 
wissen Bedingungen erhalten, wenn man die Gleichung (1.) durch die 
Gleichung 

“ »)dz 
Q) t=/- 2 u 
a Y&@-a)lb—z)fl2) 
ersetzt und mit g(z) und f(z) in dem Intervalle (6.) eindeutige, endliche und 
stetige Functionen von z bezeichnet. Man kann dabei unter Einführung 
einer neuen Variabeln ©» die Gleichung (7.) in die beiden Gleichungen: 


“ dz 
(8.) vo = | —, 
J Y(@@-a)(b—z) 


. (9.) i= / "H)dio = v(w) 


0 
auflösen, indem man, die Substitution (4.) durch eckige Klammern bezeich- 
nend, k(w) durch die Formel: 


(10.) | 9%) | = h(w) 

Yf@) 
bestimmt. 

Die erwähnten Bedingungen bestehen darin, dass f(z) in dem Inter- 
valle (6.) beständig positiv und von OÖ verschieden ist, und die unter (10.) 
in eckige Klammern geschlossene Function von z, unter Yf(z) den positiven 
Werth der Quadratwurzel verstanden, daselbst nieht 0 wird und einen be- 
ständig positiven oder beständig negativen reellen Werth behält. Das 
Funetionsverhältniss (9.) zwischen £ und » stimmt nämlich unter diesen 
Bedingungen mit dem in (3.) angegebenen darin überein, dass es wechsel- 
seilig eindeutig und wechselseitig vollständig ist, wenn mit dem letzteren 
Ausdrucke kurz bezeichnet werden darf, dass, wenn die eine der beiden 
Variabeln £ und w sich von —x bis +» bewegt, die andere ebenfalls 
alle reellen Werthe in der einen oder anderen Richtung durchläuft. Man 
kann diese Eigenschaften sehr einfach geometrisch ausdrücken, indem man 
die durch die Gleichung (9.) in Bezug auf ein rechtwinkliges Axensystem 
o, t in der Ebene dargestellte Curve betrachtet. Die Uurve wird, ebenso 
wie die gegen das Coordinatensystem schräg verlaufende gerade Linie (3.), 
von jeder horizontalen und verticalen Geraden je immer in einem und nur 
in einem Punkte geschnitten. 

Unter diesen, mit Rücksicht auf das Folgende (vgl. $ 3) ausführlich 
erläuterten Bedingungen ist alsdann @(?t) eine für alle reellen Werthe von 
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t eindeutige, endliche und stetige Funetion von £ mit der Periode: 


RT a Sr _ 


’ Va-a)(b—-:)f(&) 


Diese Funetion kann dureh die Fouriersche Reihe: 


ı 


Im ) 


_ 


(12.) E(z, Yz—a, Vb-3)= GO = At 23,|A,cosn ” 


. 7 
„. +B,siınn 
zo 


dargestellt werden, für deren Coefficienten man mit: 


(13)  [E(s, Yz—a, Yb-z)] = H(w) 
die Ausdrücke hat: 


A, 


| tr 7 n 
ui / H(w)h(w)cosn = = div, 
) 


> “ 2 


(14.) 





b, = . J Hw) h(w)sinn al dw. 


Unter Beibehaltung der bisherigen Voraussetzungen mögen jetzt in der 
Gleichung (7.) 


i=r+s s=2cH4WY 


als complexe Variable betrachtet werden, und mag dementsprechend auch 
» = u--ie eine ecomplexe Variable sein. Es sollen ferner g(z) und f(z) in 
einem die Punkte a und 5 einschliessenden Bereiche A (vgl. Fig. 1) der 
Ebene des eomplexen Argumentes z eindeutige und endliche analytische 
Funetionen von 3 sein, und soll daselbst weder f(z) noch g(z) verschwinden, 
während das Vorzeichen der Quadratwurzel Yf(z) durch die Bedingung be- 
stimmt bleibt, dass ihr Werth für reelles z in den vorhin durch die doppelt- 
gestrichene Wurzel bezeichneten Werth übergeht. Auch die Funetion E 
soll innerhalb des Gebietes A eine eindeutige und endliche analytische Fune- 
tion der drei Argumente 3, Ys—a, Yb—z sein. 

Alsdann ist @(f) nieht nur für reelle, sondern für alle complexen 
Werthe innerhalb des Horizontalstreifens S: -— ee <r<+x, -s,<s< Hs, 
der t-Ebene (vgl. Fig. 2), wo s, einen hinreichend kleinen von 0 ver- 
schiedenen Werth hat, eine eindeutige, endliche und mit 4 periodische 
analytische Funetion von £. Innerhalb dieses Horizontalstreifens wird die 
Function G(t) wiederum durch die Reihe (12.) dargestellt, welche in diesem 
Umfange unbedingt und gleichmässig convergent ist. 

Mit diesen Resultaten, welche, bei unwesentlichen Abänderungen, einer 
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Abhandlung von Hrn. Weierstrass") entnommen sind, ist ein für die Darstellung 
der Bewegungsvorgänge in der analytischen Mechanik wichtiger Gesichtspunkt 
gewonnen. Mollen nämlich die Bestimmungsstücke der Lage eines in Be- 
wegung begriffenen Punktes, starren Körpers oder eines allgemeineren Punkt- 
systems als Funetionen der Zeit dargestellt werden, so ist es die Aufgabe der 
analytischen Mechanik, für jede dieser Funetionen je eine einzige analytische 
Darstellungsform zu finden, welche für die ganze Dauer der Bewegung gültig 
ist. Ist es daher für die Mechanik einerseits nicht erforderlich, solche 
analytische Darstellungsformen zu besitzen, welche für alle complexen W erthe 
der Zeit £ gleichmässig gelten **), so dürfte es andererseits zur Feststellung 
des analytischen Charakters jener Darstellungsformen zweckmässig sein, die 
bezüglichen Untersuchungen über die reelle Are hinaus auf einen diese Axe 
umschliessenden Horizontalstreifen der Ebene des complexen Argumentes = r--is 
(vgl. Fig. 2) auszudehnen. 

Auf diese Weise sind in der erwähnten Abhandlung von Hrn. Weier- 
strass die vorhin charakterisirten Funetionen @(f) entstanden, welche innerhalb 
eines hinreichend schmalen Horizontalstreifens der #-Ebene eindeutige, end- 
liche und reell periodische analytische Funetionen sind und im Besonderen 
zur Darstellung der einfachsten Form stabiler Bewegungen, der unbedingt 
periodischen Bewegungen, dienen. 

Im Folgenden soll eine weitere Klasse solcher Funetionen von f 
untersucht werden, welche in einem hinreichend schmalen Horizontalstreifen 
der t-Ebene eindeutige und endliche einfach bedingt periodische analytische 
Funetionen von £ sind und für die Darstellung einer entsprechenden Form 
stabiler Bewegungen, der einfach bedingt periodischen Bewegungen, gebraucht 
werden. 


Kapitel I. 
Theorie der bedingt periodischen Functionen. 
$1. 
Die Elementärform der bedingt periodischen Funetionen. 
Um die letztgenannten Functionen einzuführen, kann man, nach Ana- 
logie mit dem Ausgangspunkte der vorstehenden Einleitung, von den folgen- 
*) Vgl. Weierstrass, Ueber eine Gattung reell periodischer Functionen, Monats- 
berichte der Berliner Akademie vom Jahre 1866, S. 97. 


*) Vgl. Dziobek, Die mathematischen Theorien der Planetenbewegung, Leipzig 
1588, S. 297. 
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den Integralgleichungen zwischen vier Veränderlichen &, t, und z,, 3, 
ausgehen: 


’2; Y dz, 22, I. „dz, 
t, = / RR ERAERN. : BIER. +/ BENBEAREN 


1, “ n/a -a,)(b,—3) , R/@,-—a,)b,—3,) 


= "7,48 na N. | Yard, 
ay(3,—a,)(b,—3,) a, ay(, —l. „(b,— — ,) 


’ 





in welchen a, 5, >a,); a, b»(> 4); Yin, Yır, Ya; 7» reelle Constanten und: 
= Yıfa-Yayı +0 


sein soll. Indem man jetzt: 


eye” Bin gr Prise. 





a Y@, —a,)(b, — 2) "a, VG, 4, ‚(b, x 2) 
setzt und somit: 
1 nz 
ı = e. (Yıwı +Y12%2), w, = — (Yalı-Yub), 
, 7 
(3.) 1 i 
bh, = 7 Yawıt 2%. ,)) w, — z Fratıtzub) 





erhält, kann man als Elemente der Umkehrung der Integralsummen (1.) die 
folgenden Formeln (#= 1,2) bezeichnen: 





er FR 
2; =—— vr. - En COSW;, Yz = } b;— ’ 
(4) ! a R 
3 
Yb,—2; = Vb,—a,.c08 — 





Ist nun eine Function: 
5.) E(z, 2, Y31—-a, Yb—-3, Y2—a,, Yb—3) = Glh, b,) 
innerhalb der Intervalle: 
(6.) a <a, < b,, 0, << 2 < b; 
eine eindeutige, endliche und stetige Function ihrer sechs Argumente z,, 2,, 


Ys—a, VYb—3, Ys»—a,, Yb»—z,, so ist dieselbe als Funetion von &, & 
eine für alle reellen Werthe von £,, £, eindeutige, endliche und stetige Func- 
tion, überdies doppelt periodisch mit den beiden Periodenpaaren (4/,,, 47.) 
und (4,2, #2). 

Eine solche von den trigonometrischen Funetionen sinus und cosinus 


w w, . . a h) . ‘ 
der Argumente —-, —- eindeutig abhängende Function @(t,,t,), geht nun 


— 


mit 4=0, ,=t in eine eindeutige Function der sinus und cosinus von: 
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w, EA: 7 ” . 9a 


ur a 2y 


- 


über, welche als Function g(f) der einen reellen Variabeln # im Allge- 
meinen nicht mehr periodisch ist, aber unter der Bedingung: 


MY ty = Ö 
mit irgend zwei positiven oder negativen ganzen Zahlen m,. m, die Periode: 
o o bee) 1 
4T = 4(m,y.+m,y») 


erhält, indem dann: 


© _ MR, m _ mn 
— i — 


2 2T 2 2T 
wird. Die Function g(f) ist also eine für alle reellen Werthe von f ein- 
deutige, endliche und stetige, bedingt periodische Function von t. 


82. 
Die verallgemeinerte Form des Umkehrproblems der bedingt periodischen Functionen. 
Die angegebenen Eigenschaften bleiben der Function @(t,, t,) unter 
gewissen Bedingungen erhalten, wenn die Gleichungen (1.) ersetzt werden 
durch die Gleichungen: 


L= in EEE 9,,(2, )d2, 4 9,.(3,)d2, 
Er 7 \ Daurv / ent 
« ) "a, (2, —a,)(b, —2,)f,,(%,) “ } (2,—a,)(b,—2,)f,.(2,) 
il. 
in 9,,(3,)dz, KR 9,,(2,)dz, 
U: ANDERER. ) FA ' 





Ya) ,, Ya), 


wo unter g,5(2;), f„s(35) («= 1,2: 5 = 1,2) in den Intervallen (6.) eindeutige, 
endliche und stetige Funectionen von z; verstanden werden. Man kann zu- 
nächst mit Einführung der früheren Variabeln wo,, w, aus (2.) den vorliegen- 
den Ansatz in folgender Weise zerlegen: 


5 dz ” dz 
) = - —, m= / _- = 
/ Y@,—a,)(b, —3,) e” } (2,—a,)(b, —2,) 


w >, 
= [ h(w,)dw, + / | h.(w,)dw, = w,,(w,)+Ww.,(w,) = w,(w,, %,), 
0 0 
(9.) 


/ 





6, = / h(w,)dw, + / "h(w,)dw; = v,(w)+V.(0;) = w,(w,, %;), 
0 u 


wenn man, die Substitution (4.) durch eekige Klammern bezeichnend, h,;(w;) 


apa\ 
39* 
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durch die Gleichung: 
(10) [22] = 1,009 
Yfus(%3) 
bestimmt. 
Die Bedingungen der Eindeutigkeit der Umkehrfunetionen im reellen Gebiet. 

Die erwähnten Bedingungen, welche ich bereits früher abgeleitet 
habe *), mögen hier nur ihrer Bedeutung nach wiederum kurz charakterisirt 
werden. Sie lauten folgendermassen: 

I. Die Funetionen f,;(z;) sollen für alle den Ungleichungen (6.) 
genügenden Werthe von z; beständig positiv und von O0 verschieden sein, 
worauf man durch die zweimal gestrichene Wurzel in (10.) den positiven 
Werth von Yf,;(2;) bezeichne. Die Funetionen g,;(z;) sollen in demselben 
Umfange niemals ihr Vorzeichen wechseln, können jedoch verschwinden, 
soweit dadureh nicht die folgende Bedingung II verletzt wird. 

II. Die Determinante: 

11) Dia, = 915) 92,5) Mi 9108) 9%) 
Yf,&) Vi.) 111) Vf@;) 
soll für alle in den Intervallen (6.) gelegenen Werthe von z,, 3, beständig 
positiv oder beständig negativ und niemals O0 sein. 

Da z,, z, in den unter (6.) angegebenen Grenzen bleiben, welche 
reellen Werthe auch w,, ®, annehmen, so übertragen sich diese Bedingungen 
auf die betreffenden Funetionen von »,, ®, in folgender Form: 

I. Die Funetion h,;(w;) ist für alle reellen Werthe von w,, w, eine 
eindeutige und endliche, überdies gerade und mit 27 periodische Function 
von ; und kann für reelle Werthe «; niemals ihr Vorzeichen wechseln. : 

Il. Die Determinante: 

(12) hiw, w) = hı(w,)h»(w,)—h;,(w,)h(Ww;) 
ist für alle reellen Werthe von w,, w, beständig positiv oder beständig ne- 
gativ und niemals gleich 0. 

Die Bedeutung dieser Bedingungen ist die, dass das Functionsver- 
hältniss zwischen w,, w, und £,, &, wie es in (9.) definirt wird, und wie es 
umgekehrt durch: 

13) s=9(h, &b) wm=Wlt, 6) 


-/ 


*) Vgl. Mathematische Annalen, Bd. 29, S. 168. 
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bezeichnet werde, mit dem dureh (3.) bestimmten darin übereinkommt, dass 
es wechselseitig eindeutig und wechselseitig vollständig ist; wobei mit dem 
letzteren Ausdrucke kurz bezeichnet wird, dass, wenn eines der beiden 
(srössenpaare w,. w, und 4, £, alle reellen Werthepaare durchläuft, dies 
auch von dem anderen gilt. Ueberdies bestehen wegen der Periodieität der 
Funetionen Ah,;(w;), wenn: 


v2 77 R i 
(14) 20,= / h,;(w;)dw; = 2/ h,;(w;)dw; = 2w, ;(n, 


() 


gesetzt wird, die Beziehungen: 


’ f u) | ‘)- 7 — ! f b) b) \ ı.» 
Ze (W, (w,+2n, w) = w,(w,, w)+2w,,, 
(15.) j4 - x ja x 
| la, ©, w+2n) = w,(w,, w)+2w,,, 
und umgekehrt: 

pr Ep 2w,,, b,+2w,,) pet f, t, “ t,) 2 Pr 

16. p(b+ 20,1; t,+2w,,) = @ 4, t,), 

p(t-+ 2W,>, b,— 2W,,) _ f; (FF t,), 
p.(t,+ 20. t,+2w.,,) Bm ph, R + 2n. 





(reometrisch kann dieser Charakter des Functionsverhältnisses (9.) an der 
durch dasselbe bewirkten Abbildung zweier Ebenen mit den rechtwinkligen 
Coordinatenaxen ıw,, ©, und £,, 4, auf einander übersehen werden. Man zer- 
lege zu dem Ende die w,w,-Ebene durch horizontale und vertieale Gerade 
(vgl. Fig. 3) in Quadrate von der Seitenlänge 27, deren eines, das Funda- 
mentalquadrat, mit den Ecken 0, 0; 27, 0: 0, 2; 27, 27 sich vom Öoordi- 
natenanfangspunkt aus an die Coordinatenaxen anlehnt. Man fixire ferner 
in der #,£,-Ebene die Punkte 0, 0; 2w,., 20,5 20... 20: 20,,+20,,, 2@,,-4-20,,. 
welche den Eeken des Fundamentalquadrats der w,w,-Ebene entsprechen. 
Auf ein krummliniges Parallelogramm mit jenen Eeken wird das letzt- 
genannte Quadrat abgebildet. An dieses krummlinige Parallelogramm, als 
Fundamentalparallelogramm der #,£,-Ebene, schliessen sich eongruente Par- 
allelogramme als Bilder der übrigen Quadrate der w,w,-Ebene an, welche 
die ganze #t,-Ebene (vgl. Fig. 4) einfach und lückenlos überdecken. Den 
unbegrenzten Horizontal- und Vertieallinien der »,w,-Ebene entsprechen 
ebenfalls beiderseits unbegrenzte Curvenzüge ©, und ©, der f,t,-Ebene, welche 
überall eine Tangente haben und sich derart über die Ebene ausbreiten, 
dass durch jeden Punkt der Ebene immer eine und nur eine Curve jeder 
der beiden Arten €, und C, hindurchgeht. Der Charakter der Abbilduı 


(ır 
IE 
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ist also in dieser Beziehung derselbe, wie bei dem Funetionsverhältniss (3.), 
wo die Curven der £,t,-Ebene gerade Linien und die Ecken des Fundamental- 
parallelogramms 0, 0; Yın Ya; io; 2yn; 2yıt2Yır, 2Yaıt+2Y sind. 


$4. 


Die Darstellung der bedingt periodischen Functionen im reellen Gebiet. 

Sind die in $ 3 erläuterten Bedingungen erfüllt, so ist @(t,, £) eine 
für alle reellen Werthe von £,, £, eindeutige, endliche und stetige Funetion 
von 4, t, mit den Periodenpaaren (2&,w,,, 28,0,,) und (28,0,,, 28,0), WO 
& und & beide 1 bedeuten, wenn die Function E in (5.) ihre vier letzten 
Argumente nicht oder nur in den Produetverbindungen Yz,—a,/b,—z,, 
Yz,—a,/b,—z, enthält, wo dagegen &, und &, beziehungsweise den Werth 2 
erhalten, wenn die Argumente Yz,—a,, Yb,—z, und Yz.»—a,, Yb,—z, einzeln 
vertreten sind. 

Um alsdann zur Darstellung der Funetion durch die zweifach un- 
endliche trigonometrische Reihe zu gelangen, setzt man: 


ri 


. st 
(17.) = &,0 (Wh — wit), = &,0 —9,6+®;,l,), =, W277 WW, 


worauf umgekehrt: 


n 1 1 
(17) = r- (&0,%, 480,0), = = (&,0,7,+&W3T;) 
4 


wird, und die Function @(t,, t,) übergeht in die Funetion Z'(r,, r,), welche 
die Periodeneigenschaften: 

(18) I(t+2n, 5)= It, tr), It, %+2n) = /(t,, T;) 
erhält. Es ist daher nach den Sätzen über die Fowuriersche Reihe mit zwei 
Veränderlichen: *) 


= | 
(7,7%) = At, (Anne0sn, r,+B, sinn, 7,) 


(19.) + 32 n,(Aun, 082, 7,+ 0, sinn, T,) 
\ Jr 


Rn DR . 
rn, (A,n,C082,7,.608%,7,-+B,, „‚sinn, 7,.C08n,T;, 





+C, „C082,7,.81Nn2,7,+ D, „‚sinn, 7, sinn,7;), 


*) Vgl. Ascoli, Sulla rappresentabilita di una funzione a due variabili per serie 
doppia trigonometrica, Atti della R. Accademia dei Lincei, ser. III, vol. 4 (1879); Sulle 
serie trigonometriche a due variabili, ebd. vol. 3 (1880). 





j 
a 
s 
g 
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wo die Üoefficienten in folgende Gestalt versetzt werden können: 


1 2 /?2n \ 
= / I'‘(t,, 7,)cosn,T, C08n,T,dr,dr; 
4’ u 
| 1 fan pro ” RER N 
(20.) — / / H'w,, w,)h(w,, w.,)cos(n, P(w,, ®,)) 
€, 8,0. [ ” €,W / 
” 0) 0) 
N ” ID \ 
x cos( 2, P,(w,, w,))dw,dw, 
\ €.) 
u. 8. w. mit: 
Y(w,, w») = 0, WW, w)— 0. W(W,, 1%), 
?lw,, w) = —0,W(W,, @)+01%(W,, @.), 


H(w,, w.) = |E(z,, 3, Yu, Y6, 3, 15 -0,, Yb,—2,)]. 


Setzt man jetzt, wie in $ 1: 


so wird die durch die Reihe (19.) dargestellte Funetion @(0, td) = g(f) eine 


bedingt periodische Function von £. Sie erhält die Periode: 


T = 2E,m,@®,, + 28,mM,W.,, ) 


wenn mit zwei positiven oder negativen ganzen Zahlen m,, m, die Bedineune 
oO 19 Fee) Fe) 


erfüllt ist: 


0 = 22m w,,+t 28,;m.0,.. 


SD. 


Einführung einer beschränkten complexen Veränderlichkeit der verschiedenen Variabeln. 


Während bisher die Variabeln w,, w.; £,., &; r,, r, im reellen Gebiete 


unbeschränkt und z,, z, im reellen Gebiete in den Intervallen (6.) beschränkt 


veränderlich waren, soll jetzt mit %=1, 2: 


2; = I, WU; 


gesetzt werden. 


NE er. lack 
KE ; Pen N; | IS ;, TI; a < 09; h 10; 


Was nun zuerst die complexen Veränderlichen 3; angeht, 


so sollen dieselben innerhalb eines die Punkte a; und 5b, umschliessenden, 


einfach zusammenhängenden Gebietes U; (vgl. Fig. 5) ihrer beiderseitigen 


Ebenen betrachtet werden. Die Functionen g,;(2;) und f,;(z;), welche längs 


der reellen Axe der z,-Ebene von a, bis 5b, die frühere Bedeutung behalten 


und den früheren Bedingungen genügen, sollen jetzt innerhalb des Gebietes 


U, eindeutige analytische Functionen des complexen Argumentes 3, sein, 


die daselbst nicht & werden. Es sei ferner f,;(z,) innerhalb des Gebietes 
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A; nirgends O0 und bezeichne Yf,;(z;) den. alsdann eindeutig bestimmten 
Werth der Quadratwurzel aus f,;(z;), der auf der rellen Axe zwischen a; 
und 5, in den früher so bezeichneten reellen Werth übergeht. Weiter soll 
die Determinante D(z,,2,) auch für die jetzt in Betracht kommenden Ge- 
biete A, und W, nirgends O0 werden. 

Die zu bestimmende Function (5.) endlich soll innerhalb der ge- 
nannten Gebiete eine eindeutige analytische Function ihrer sechs Argumente 
sein, die daselbst immer endlich bleibt. 

Dureh das Funetionsverhältniss (4.) wird nun eine Abbildung der 
Ebene w; auf die Ebene z,; bewirkt (vgl. Fig. 6). Das Rechteck der 
ıw;-Ebene mit den Ecken 0, 27, 2n+v}i, v,i, wo vo, eine positive Constante 
bedeutet, und ebenso das Rechteck mit den Ecken 0, 2n, 2n—v;i, —v;i 
werden dabei je auf die Fläche der Ellipse €, der z;-Ebene: 


(2;— be. 3 b; ) 


I 
G—b _.,\ a;—b; sinivy \” 
cosıv; - 


2 > N 


y; 1 


mit den Brennpunkten a; und 5, abgebildet *).. Ferner wird der ganze 
Horizontalstreifen (S,): -— x < u; <+®, —v; <v;<e; der w;-Ebene mit 
allen seinen oberhalb und unterhalb der reellen Axe gelegenen Rechtecken 
von der Horizontaldimension 27 auf das Innere derselben Ellipse abgebildet. 
Jedem Punkte des Streifens S; entspricht ein und nur ein Punkt innerhalb 
der Ellipse &;. 

Die Breite des Streifens ©; in der w;-Ebene und die Dimensionen 
der Ellipse &, in der z;-Ebene sind durch den Werth e; charakterisirt. 
Mit e;= 0 redueirt sich jener auf die reelle Axe und diese auf das reelle 
Axenstück zwischen a; und b,. 


$ 6. 
Die complexen Variabeln tz in den Horizontalstreifen der wz-Ebenen. 

Den weiteren Betrachtungen wird nun die Voraussetzung zu Grunde 
selegt, dass die positiven reellen Grössen ©; so klein seien, dass die Ellip- 
sen der z;-Ebenen (vgl. Fig. 5) ganz innerhalb der betreffenden Gebiete \; 
liegen. Solange dann »,; in dem Horizontalstreifen ©; bleibt, bewegt sich 
3; im Inneren der ihm entsprechenden Ellipse &,.. Es ist also der Aus- 


*) Vgl. Weierstrass, a. a. 0. S. 103. 
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druck (10.) als Funetion %h 
eindeutige und endliche analytische Function, da er als Function von z., 


„„(w;) von w; innerhalb des Streifens ©; eine 
innerhalb des Gebietes AV, den Voraussetzungen gemäss diese Eigenschaft 
hat. Ueberdies ist A,;(w;) im gleichen Umfange gerade und mit der Pe- 
riode 2n periodisch. In Folge dieser Eigenschaften *) kann h,;(w;) inner- 
halb des Streifens ©; in die daselbst unbedingt und gleiehmässig convergente 
trigonometrische Reihe: 
(21) h,(w;,) = Au’+2Ar’cosw;+24A2’cos2w;+2A3’cosdw;+t--- 

entwickelt werden, wo die Coeffieienten: 

a5 1 en / \ 

A / h,;(w;)cosnw;dw;, 


In 


0 
da das Integral auf der reellen Axe genommen werden kann, reelle 
Werthe haben. 

Durch Integration dieser Reihe zwischen den Grenzen 0 und w. 
nach w; ergiebt sich: 


un dam "ME OR 
99 \ fa in a gehn DYTEELLELZERB WELLEN 
a.) U a5\W ;) — 0 W ; nik, SING; Fer © > "43 > 


2 3 
gleichfalls gültig innerhalb des Streifens ©;. Dabei hat man mit Hinblick 
auf (14.) für den ersten Coeffieienten die Gleichung: 
wo FE 
woraus weiter folgt, dass auch für die hier in Frage kommenden eomplexen 
Werthe von w;: 
(24) w 


a5 \W; Tal) 
Es sind hiernach die durch die Integralsummen (9.) definirten Funetionen 
t,= w,(w,,w,) für alle complexen Werthe von w,, w, innerhalb der Streifen 
S, und ©, der betreffenden Ebenen eindeutige und endliche analytische 
Functionen von ®»,, @,, für welche in gleichem Umfange die Eigenschaften 
(15.) bestehen. Um die Werthepaare zu überblicken, welche innerhalb der 
Streifen S,,. ©, die Variabeln #,, ft, annehmen, betrachte man die reellen 
und imaginären Theile der Variabeln getrennt. Setzt man zu dem Ende 
mit Hinblick auf (9.): 
(25.) vw) = ru5tW.5; 


*) Vgl. Briot et Bouquet, Theorie des fonctions elliptiques, 2ime ed., Paris 1575. 
S. 161. 


Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 4. A) 






















310 


hat man: 


(27.) 

















(30.) 


so wird: 


Setzt man endlich: 





Staude, bedingt periodische Functionen in der Mechanik. 





2. A. ap u 
u aaa de Or, ." Or Ora _ -Orap 
== ä .—_ mc Ye Seren 
(26.) ” ” u Ouz Ou; ’ 00; 00; u 
20 at OS, = OSu; 3 Os, u OS43 
s,=$ 5,25 = — y Er u —e 
Ouz Ouz v5 00; 


Durch Zerlegung der Reihe (22.) in reellen und imaginären Theil folgt aber: 





5) 
) 28 ‚sin 2u; 
ru; = Au’uz+247? coSv ;isinu;+2.A3”c0s2v;i 5 
' .sin dus 
+2A3’ cosdp;i- rn 
A: „5 Sinvzi , sin 2p; i cos? 
8.3 = Au’%;+2Ar- ; — 6084; + 2.43” z 
‚sindvzi cosdu; 
+2.43° Ewa 
i 3 


und hieraus durch Differentiation: 


en 


or, ÖS45 ’ 
wi = = — Au’ +2 Ar’ c0sp,icosu;-+24A3° c082v,;icos2u; 
3 vv3 
+23” cos 3v,;icosdu;+---, 
Or 43 O8,3 „z Sinvzi . - sindr-i . 
u IE u} 2 sina;+243” — ——- sin2u,; 
0; Ouz i 


at ie 
+2.43° sindu;t 


Es ist daher im Besonderen, wenn man durch Einschliessen in runde Klammern 
die Substitution eo, = (0, v;,=0 bezeichnet: 


(29.) (r)= va, m), (8)=0, 


(2 -)= (Ge) = huslun) Ge) -(e)=0, 


oe ) 2 )e N 

or or, or, Ö r, OS, os, 08, 

( 1-4 ) = (z en ZU .)= h(u, u). 
ov® ov, © op, 





ou, Ou, Ou, Ou, 


or, or, or, or, 

‚ou, ou, ov, od, 

or i or, or, or, 

ou 0m © Op, 

‘ ’ 2 ) 2 

(31.) Iaumvv) = |. n n 2. 

08, os, os os, 

ou, ou, or, op, 

Os, O8, © s, O8, 

ou ou, oe, op, 


(32) (Iumov,)) = Klum). 
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In Folge der Stetigkeit der Funetionen r und s; wird nun nach 
(29.), bei hinreichend kleinem Werthe von e’;, auch s; innerhalb der Streifen 
©; der w;-Ebenen seinem absoluten Betrage nach eine kleine Zahl s;, nicht 
überschreiten, während r,, welche Werthe auch die Variabeln e,. ®, inner- 
halb der ihnen vorgeschriebenen Grenzen haben mögen, ebenso wie nach 
$3 w,(u,.%), alle reellen Werthe von —x bis +» durchläuft. 

Somit liegen die Werthe, welche die Variable /; innerhalb der Streifen 


&,, ©, der Ebenen w,, ®w, annimmt, innerhalb eines gewissen Horizontal- 


streifens: -—o <r,<+®, —s,;, <s; << -+s; der Ebene t; (vgl. Fig. 7 
Ne 
Die complexen Variabeln «z in den Horizontalstreifen der ?7-Ebenen. 


Dass umgekehrt, wenn dieser letztere Streifen hinreichend ver- 


schmälert, also etwa in einen Streifen T;: -e <r,; <+®, —s,<Zs, +8; 
(vgl. Fig. 7) übergeführt wird, jeder Wertheombination #,, £, innerhalb der 
Streifen T,, T, stets ein Werth ©; innerhalb des Streifens ©; entspricht und 
nur ein solcher, folgt aus der Verbindung zweier Momente: erstens der Stetig- 
keit der Funetionen r, und s, und ihrer Differentialquotienten und zweitens 
der in $ 3 erörterten wechselseitigen Eindeutigkeit und Vollständigkeit des 
Functionsverhältnisses zwischen ®,, ww, und #,, f, im reellen Gebiete. 

Die Differentialgleichungen zwischen r,, r,, s., 5 und ı,. %, ®,. ®:: 


( fr , ( r . or ( 5 
dr, = du, + ——- da, + —t de, + ———do,, 
cu, ou, R cd, od, 
Or, ‚or, or, Or, 
dr, = du, + = de + de, + de,, 
(33.) sa ne ps: oo 
os, 08 . Os 
ds, = —- du + —— du. + —— do, + ——de,. 
ou, ou, k od, od, , 
os, Os, os, Os, 
ds, = — du + — da + —— do, + de; 
cu ou, O6 or, j 





1 1 


redueiren sich nämlich für e, =0, &, =U0 nach (30.) auf: 


(34) (dr, = h,(a,)du, +h,(u,)du,. 
ldr, = h;,,(u,)du,+h,,(u,)du,, 
> —— f \ f 2 “ 
(35 (ds, — h,lu,)do,+h.,(w,)dv,, 
(39.) 


lds, = h;,(u,)de, + h,(u,)dv; 
und werden, bei der Stetigkeit der Differentialquotienten von r, und s,, für 
hinreichend kleine Werthe von v,, ®,, von dieser Form beliebig wenig ab- 
weichen. Die Gleichungen (34.) und (35.) sind aber je dieselben, wie die 
40* 
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im reellen Gebiete zwischen £,, &, und w,, w, nach (9.) bestehenden Glei- 
chungen, sodass für kleine Werthe von o,, ©, ebenso wie dort folgt, dass 
die Variabeln «,, %, bezüglich o,, v, eindeutig von r,, r, und s,, 5, ab- 
hängen. Da nun ferner nach (29.) die Werthepaare s, =0, , =V0 undv, =, 
v,—= (0) zusammengehören, so geht aus (35.) hervor, dass für hinreichend 
kleine Werthe von s,, 5, auch ®,, ©, beliebig klein werden und auch zu 
jedem Werthsystem s,, s, ein entsprechendes Werthsystem ®,. ®, gehört. 
Man kann daher jedenfalls zwei von O0 verschiedene Grössen s\, s, derart be- 
stimmen, dass die Variabeln «,, , ®,, e, von den Variabeln r,, r,, s.. 8 
in dem betreffenden Umfange eindeutig abhängen und zugleich v; innerhalb 
der Grenzen —r; und -+®; bleibt. 

Aus diesem Verhalten der reellen und imaginären Theile der com- 
plexen Variabeln w,, ®, und #,, &,, deren wechselseitiges analytisches Fune- 
tionsverhältniss dureh die Gleichungen (9.) definirt ist, geht aber hervor, dass 
:c,, ®, innerhalb gewisser Horizontalstreifen T,, T, der Ebenen t,, t, von hin- 
reichend kleiner, aber nicht verschwindender Breite eindeutige und endliche 
analytische Funetionen von #,, t, sind, deren Werthe den Horizontalstreifen 
S,. ©, der Ebenen w,, w, angehören. Damit folgt für die unter (d.) ein- 
veführte Function: 

Die Function E(z,,2,,/2:—4,. Yb,—2,, Y2.—@,, Yb,—2,) ist innerhalb 
zweier Horizontalstreifen T,, TI, der Ebenen der complexen Variabeln t,, t; 
vgl. Fig. 7) eine eindeutige und endliche analytische Function G(t,,t,) der 
Argumente t,, t, mit den beiden Periodenpaaren (2&:,0,,. 28,@,,) und (2&,W,,, 2&,0,,). 
Die beiden Horizontalstreifen T,, TI, sind durch die Ungleichungen : 

- u <rn, <+®, —, <s,<<t+s, 
bestimmt, wo @—=1, 2 und s,, s, zwei hinreichend kleine, aber von V ver- 


schiedene positive Grössen bedeuten. 


$8. 
Darstellung der Function @(t,,%3) im complexen Gebiete. 


Die Trennung der reellen und imaginären Theile der Substitutionen 


(17.) giebt die Gleichungen: 
1 ! 1 h 
hei (E09 +00), = = (&,@,,0,+ &0,,0;), 


- 


4‘ 


1 ) \ 1 | N 
= — (80,0, 48020) &= „ 020, +&:020,). 
gt 
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Deutet man diese durch die Abbildung einer Ebene r,. r, auf eine Ebene 
0, 0, respective einer Ebene s,, s, auf eine Ebene o,, ©, während r,, r, un 
beschränkt reell veränderlich, s,. s, aber an die Ungleiehungen —s, <_s, <_s 
sebunden sind, so wird die ganze r,r„-Ebene auf die ganze 0,0,-KEbene um- 
kehrbar eindeutig abgebildet erscheinen, das hechteck der s,s,-Kbene aber 
mit den vier Ecken +s}, +s} (vgl. Fig. 8) auf ein Parallelogramm der 
0,0,-Ebene (vgl. Fig. 9) mit dem Coordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt. 
Das letztere hat, da » von O verschieden ist, einen niemals verschwinden- 
den Flächeninhalt; man kann ihm daher stets ein Rechteck, etwa mit den 
vier Ecken +9), +0) einbeschreiben, dessen Seiten den Uoordinatenaxen 
parallel sind. Allen Werthepaaren o,, o,, welche danach den Bedingungen 
—0, <0,< +0, mit @=1, 2 genügen, entsprechen dann Werthepaare s,, s,, für 


welche —s) <s, <-+s) ist. Beschränkt man daher die ecomplexen Variabeln 
T,, %, auf die Horizontalstreifen T,;: -— <o0,<+x, —0,< 0,< +90. 
ihrer bezüglichen Ebenen (vgl. Fig. 10), so werden allen Werthepaaren z,, ı 
innerhalb der Streifen T,, T, Werthepaare #,, 4, innerhalb der Streifen T,, T 
(vgl. Fig. 7) entsprechen. 

Die Function E(z,, 2,1 3,—a,, Yb,—2,./2:—a,, 1 b,—2,) ist daher inner- 
halb der beiden Horizontalstreifen T,, T, der Ebenen der complexen Variabeln 
T,, T, eine eindeutige und endliche analytische Function I \t,,r,) der Argu- 
mente T,, T, und in Bezug auf jede derselben periodisch mit der Periode 2a. 

Nach dem auf zwei complexe Variable ausgedehnten ZLaurentschen 
T'heorem *) ist daher die Funetion durch die zweifach unendliche trigono- 
metrische Reihe (19.) darstellbar, welche jetzt als Potenzreihe mit den Ele- 
menten e’*, e'“ in dem Umfange der beiden Horizontalstreifen T, und T, 
unbedingt und gleichmässig eonvergirt. Die Integrale für die Coetficienten: 


A 


] »2n Ic 
un = —f / I(t,, T,)cosn,T,Co8n,r,dr,dr; 
vo © 
u. 8. w. können auf reellen Wegen der Ebenen 7,, 7, berechnet und, gleich 
den unter (20.) angegebenen Üoefficienten, mit denen sie identisch sind, 
durch Einführung der Variabeln »w,, w, als Integrationsvariable in die dortige 
zweite Form transformirt werden. 
Geht man jetzt wieder auf die Variabeln £,, £, zurück, so erkennt 
*) Welches durch analoge Betrachtungen, wie die bei Briot et Bouquet, a. a. 0. 


S. 165 ff., angestellten, bewiesen werden kann. Vgl. auch Weierstrass, Abhandlungen 
aus der Functionenlehre, Berlin 1886, S. 160. 
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man durch Umkehrung des in Fig. 8 und Fig. 9 erläuterten Verfahrens, 
dass man auch in den Ebenen £,, t, wiederum.gewisse Horizontalstreifen con- 
struiren kann von derselben Art wie die Streifen T,, 3, nur im Allge- 
meinen schmäler, dergestalt, dass allen Werthen #, £, innerhalb derselben 
Werthe z,, r, innerhalb der Streifen T,, T, entsprechen. 

Damit aber ist die unbedingte und gleichmässige Convergenz der Reihe 
19.) für alle complexen Werthe t,, t, innerhalb zweier hinreichend schmaler 
Horizontalstreifen der Ebenen der complexen Argumente t,, t, bewiesen, welche 
die reellen Axen beider Ebenen vollständig umschliessen. 

Setzt man schliesslich 4 = 0, bh, =t, so stellt die Reihe (19.) die be- 
dingt periodische Function g(t) (vgl. $4) dar und ist innerhalb eines Hori- 
zontalstreifens der Ebene des complexen Argumentes t von hinreichend kleiner, 
aber nicht verschwindender Breite, der die ganze reelle Axe einschliesst, (vgl. 
Fig. 2) unbedingt und gleichmässig convergent. 

In speciellen Fällen kann die zweifach unendliche trigonometrische 
eihe (19.) auch in eine einfach unendliche, gewöhnliche oder aus ge- 
wöhnlichen trigonometrischen Reihen zusammengesetzte Reihe übergehen 


(vgl. $ 11). 


Kapitel II. 

Anwendungen der bedingt periodischen Functionen in der Mechanik. 

$9. 
Die Centralbewegungen mit Kräftefunetion. 

Bedenten x, y gewöhnliche und r, 9 Polareoordinaten der Ebene, 
sodass e=rcos#, y=rsind, so lauten bekanntlich *) die Integralgleichun- 
gen der Bewegung eines Punktes von der Masse 1 unter Einfluss einer 
von r eindeutig abhängenden Kräftefunetion U(r) in ihrer gebräuchlichen 
Form: 

vr. Rer ” rdr ; de 
1) 9=-/ ——, t=/ —, Ve) = 2(Ur)+h)r—R. 
pn r) V(r) Ye ] } (r) 
Dabei ist r=r,, 9=0 als Anfangsort des bewegten Punktes zur Zeit t= 0 
gedacht und bedeuten A und % Integrationsconstanten. Mit sin? = ev kann 
man diesen Gleichungen die folgende Gestalt geben: 


*) Vol. Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte, 2. Aufl., Leipzig 1880, Bd. I, 
S. 316. 
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(2) z=rVl-v, y=rVe, 
ia ii dv Me kir 0 
. 2ye(1—o) % rYV(r) 


f’ r dr ‚N 
A ii 


Nimmt man nun an, dass r, und r, zwei der Grösse nach aufeinanderfolgende 





Nullpunkte der Function V{r), beide von positivem reellen Werthe seien, 
und dass mit: 
(4) Mr) = (r—n)(n—r)e(r), 0O<n<e,, 


v(r) innerhalb der Grenzen r, und r, nieht O und » wird und immer positiv 
bleibt, so erfüllen die Gleichungen (3.) zwischen e, r und £ im Allgemeinen 
die Bedingungen der $$ 3 und 5 und sind somit die Coordinaten x, y in 
der in den $$ 4 und 8 erörterten Weise darstellbar. Für die Grössen w 
in $ 3, 14 hat man: 





E dv rt rn kdr 
0 =—/ =. | Tu, 
2 9 2} e(1— ev) 5 L r| Kr) 
(9.) 7 r dr 
wie, Ep. 
ei 


und für &, und &, respective 2 und 1 (vgl. $4). Unter der Bedinguı 


Io: 
6.) ma—mw. = 0 
geht daher die Bewegung in eine periodische mit der Periode 
T = 2m,w, 
über. 

Da die Stabilität der Bewegung im Allgemeinen von den Werthen 
der Integrationsceonstanten % und % abhängt, so ist die über V{r) gemachte 
Voraussetzung nicht nothwendig erfüllt. Indessen überzeugt man sich leicht *), 
dass die bedingt periodische Bewegung als Normalform der stabilen Central- 
bewegung mit einer Kräftefunction zu betrachten ist. Wenn überdies die 
Gleichung V(r) mehrere Paare positiver aufeinanderfolgender Nullpunkte 
r,, r, hat, für welche jedesmal die Bedingungen für e(r) erfüllt sind, so 


*) Vgl. die Note: „Das System der Wendeflächen bei gewissen Bewegungen eines 
Punktes in einer Ebene oder auf einer Rotationsfläche*. Sitzunesberichte der Natur- 
forscher-Gesellschaft bei der Universität Dorpat, Bd. s, S. 399. 
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kann die betrachtete Bewegung mehrere bedingt periodische Zweige haben *) 


J . 


Ausserdem aber können asymptotische und instabile Zweige auftreten **), 


Für die Newtonsche Kräftefunetion U= "- und für die Kräftefunetion 
r 


U= —}ur” tritt bei stabiler Bewegungsform der besondere Fall ein, dass 
beziehungsweise: 
7ı 
W;, — 7, Wn m ) 


— 


wird, und daher die Bedingung (6.) stets erfüllt ist. Es sind daher x und 
y unbedingt periodische Funetionen der Zeit, beide mit derselben Periode, 
sodass die Bahneurven geschlossene Curven werden. Wie Bertrand gezeigt 
hat ***), sind unter den hier betrachteten Centralbewegungen die beiden mit 
den Kräftefunetionen U = —, U= —Lur die einzigen mit unbedingt ge- 


schlossenen Bahnen. 


$ 10. 
Bewegungen auf einer Rotationsfläche unter Einfluss einer Kräftefunetion. 

Ein materieller Punkt m von der Masse 1 bewege sich auf der Ro- 

tationsfläche: 
(1) Vae’+y’ = f(@) 
unter Einfluss der von z und r=YVax’-+y’ eindeutig abhängenden Kräfte- 
funetion U(r, 2). Die Punkte der Rotationsfläche können mit einem Para- 
meter ® in der Form: 
2) z=f@)/l—, y=f(lz)Vv,, 3=3 

ausgedrückt werden, und die Integralgleichungen der Bewegung des be- 
trachteten Punktes m lauten: 





N ER . Sa Ren. 1+f’(2).dz u 
Well-—v) / Sy RK) | 
(3.) fI@ViHr"@.ds _ 
/ YR(%) 
R(z) = 2]U(f@), 2)+hfF)—K, 


*) Vgl. die Note: Ueber verzweigte Bewegungen, ebd., S. 336. 

**) Vgl. Legoux, Sur les trajectoires decrites sous l’influence d’une force centrale, Nou- 
velles annales de mathematiques, 2*"® serie, t. 19, 1580. Korteweg, Sur les trajectoires 
deerites sous linfluence d’une force centrale, Archives neerlandaises des sciences exactes 
et naturelles, t. 19, 1854; Sur la stabilite des trajectoires planes periodiques, ebd. t. 21, 1887. 
“**), Vol. Bertrand, Comptes rendus de l’Academie des sciences, t. 77, S. 849. Dar- 
bour, Note XIV zu Despeyrous, Cours de mecanique, t. II, Paris 1886. 
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wo 3=2, ©=0 der Anfangsort des bewegten Punktes zur Zeit t=0, h 
und % aber Integrationsconstanten sind. Ich habe bei einer anderen Ge- 
legenheit *) ausführlich dargethan, dass auch die Normalform der stabilen 
Bewegung eines Punktes auf einer Rotationsfläche unter Einfluss einer Kräfte- 
function von der Form U(r,z) die bedingt periodische Bewegung ist. Für 
diese Normalform werden also die Coordinaten x, y, z als Funetionen der 
Zeit durch die trigonometrischen Reihen der $$ 4 und 8 dargestellt. 


$ 11. 
Reduetion der zweifach unendlichen trironometrischen Reihen auf einfach unendliche in den $ 9 und 8 10 
aufgeführten Beispielen. 


Die Integralgleichungen $ 9 (3.) und $ 10 (3.) zeigen im Vergleiche zu 
den allgemeinen Integralgleichungen in $2 (7.) die Besonderheit, dass in der 
zweiten Gleichung das eine Integral fehlt. Dieser Umstand hat zur Folge, 
dass die zweifach unendlichen trigonometrischen Reihen der allgemeinen 
Theorie sich in den genannten besonderen Fällen auf einfach unendliche 
Reihen redueiren, ohne dass aber der Charakter der bedingten Periodieität 
dabei verloren geht. Dies soll an dem Beispiel des $ 10 erläutert werden. 
Es wird zu dem Ende: 

R(z) = 2|U(f(z), 2)+hlf’(3)—K’ = (3—-2,)(23,—3)r(z 
angenommen, wo r(z) zwischen z, und z2,(> z,) nicht mehr verschwinden 
soll. Um alsdann die allgemeine Theorie der $$ 2 und 4 anzuwenden, hat 
man zu setzen ($ 2 (7.); $1 (5.)): 


3, =, uU, b,=1, fu = fı = L; 91 = —5, - 


ses, eh, on, ,efm=rls), >=, 9» = f(z)/1+f”(z), 


E(2,, 2, Y3,—a, Y!b,—3,) = E(v, z, Ve, V1--v 
der Reihe nach 

= f(z)Yl—-e, f(z)le, 2. 
Für die Constanten w,,; ergiebt sich hiernächst ($ 3 (14.)): 


T ıkyl+f' :(2).dz 
VW = — u | I 2) 
-) 12 2 N /=\ ’ 
u. z I(=)1 k(z) 
a f@@)yl+f@).dz 
Vs] = V), WW), zn / f(:)1 ä ] \*) 
2 } R(z) 


*) Vgl. Acta mathematica, Bd. 11, S. 303. 


Journal für Mathematik Bd. UV. Heft 4. 
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Mittelst der Substitutionen ($ 1 (4.)): 


2 Ww 2) 
v = 14{1—cosw,) =sin—-, 3= 


_ 


COSW;, 
deren letztere durch eckige Klammer angedeutet werde, erhält man ($ 2 (10.)): 


\ k 1 2 - 
w)=—h, Au) = [2], 


f()Yr(2) 
\ / f@)Y1+f”@) 
h.(w,) = 0, a DZ 
| Yr() 
und ($ 3 (12.)): 
h(w,, >) u Ak I pe SEMOR 22) BEE (w,). 


Yr(@) 
Die Integralsummen w, und , nehmen die Gestalt an ($ 2 (9.)): 


dm, 0, 
w 
v,(W,,%.) = —f idw, + / h.(w,)dw, = —- -+Ww,(W;,), 
M " 


1P] 


w,(w, ‚w,) = / Rr(w;) dw; == V. (%,), 
0 


wo vv. und w, Funetionen von w, allein sind. Hiernach erhalten die Ar- 
gumente der sinus und cosinus in den Coeffieientenintegralen ($ 4 (20.)) die 
Form: 


— P, (1,5 © he (- ty (w,) )—w (1;) 
MN) 1 1, %2) — ,, | 22 > Wi. 2 12 Way 2? 


2 9 W200) 0, WW) 


= w, —2 - Zu 





W;; 
nı Ta ar m ut 
Pr .(W,, w,) = o,. V(W2). 
Mit den Abkürzungen: 
W,,% ‚(w,)— w „W,.(W,) aıv,,(W,) 
Ba 5 RER Re yılW:), ee p:(W>) 


wird daher: 


Bi ; w 2a .(w, nz g,(w, 
2 F,(w,, ©) = N Y2 — P,(w,, %) = P(W.) 
l 


€ 3 €, &, 


Im vorliegenden Falle ist nun für die drei zu bestimmenden Functionen 
E beziehungsweise: 


s=2, 5=1l; „ei set nah um; 
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und ferner mit der Abkürzung: 


we“ Er ne 
Y@)] = yo.) 
beziehungsweise ($ 4, zu (20.)): 
\ w ) 
(l.) How, w)=y(w.).cos—-; (U) Hfow,, w)= gy(w;).sin 


(IL) Hfw,, w) = 54-5 cos, = 3(m;). 
Hiermit ergiebt sich in den drei Fällen für den Coeffieienten A,, bezüzlich 


(s 4 (20.)) die Formel: 
‚ | 47 
(I.) A, U ie / / 


>) 


PFMEN SE UROEEE, N: FAR G. \\ 
Y(w,)4h»(w,)cos z- cos|n,\ 5-—Y,(W;) 


>20: « y 
0 0 r . 
< cos, p,(w,) |dıe, dw, 
. J s 
1 En, 7 m \ 
f \ f; — aa 2" f “ \ l f a \ .. | » . 1 gm \ 
1) 4,.= er | (y %,)4h,(Ww;)sin —;- C08 In. ( > —9,(W; )| 
0 0 5 " 
 @08[9; 9; (w,) die, dıw,, 
1 “Ir 2 r P i i 2 b 
(IIL.) Ann = - 2 J / »(W,) Ih» (w,)cos[n,(w, — 2, %,))] 
() (0) 


608 |; 9, (Ww,) dw, dw, 
und ergeben sich analoge Formeln für B,,. C,,, D,.. In allen Fällen 
lassen sich aber die Integrationen nach :-, unmittelbar ausführen. Man 
findet nämlich: 


”) 


Pen m, wm, \ de / \ 1 
/ 108 ,- 608 n, ( 3 —p,(W;)) dw, = / cosw,.cos[n,(w, —p, w,))|dw, 


0 0 


It ar vz7ı 
= cos[n,P,(202)] / C0810,.C08n,Ww,.dıw, +sin|[n,p, (w;)] / cos w,.sina, w,.dıv, 


0 


| 
J 


=nC08p,(w) für n,=1; =0 für n,#l. 


»4rr . / ze 
” u w \ . pr , \\7 
/ Isın 5 608 [n.( U _9,(0,))] dw, = / sin w,.cos[n,(w,—9@, ,))jdw, 


0 0 


27t ] 2 
= cos. pao)]f sin w,.e08n,0,.dıw, + sin[r,p,(w;)] / "sinw,.sinn, w,.dıw 
0 r 


=nsiny,(w) für u =1; =0 für m#+l. 


-. w ». us 
/ ycos| n,(": —2p,(w.))| won - Mr na, =>0: =0O für +0. 
0 ” 
Nach Ausführung der Integrationen nach «w, auch in den Formeln für B 


C,n.; D,., bleiben daher in den drei Fällen die folgenden Werthe der Üoet- 


fiecienten zurück: 


41* 
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"Ir 
Au. = — 5 / Y (10,)R»,(W,)C08p, (15) 6080, p;(w,)dıw,, 
a" 
EEE za 
Bn = = / p(w,)h»(w,) sing, (W,)C08n,p,(Ww,)dıw,, 
I.) 
zT > S\ . 
Un = wi / p(w,)h»(1W,)Cosp,(W,) siNn,p,(Ww,)dıv,, 
er r7 
AT \ i 
D. = Gyr / p(w)ha(w,) sin gp,(Ww,)sinn,p,(1w,)dw,, 
7 m 
7 IT . i 
A,, = Bau > / p(w)h»(W,) Sin p,(Ww,) 081; p,(w,)dıw,, 
0 
27T 
B.. = - 3 / p(w,)R»(W,)Cco8sp,(W;)C08n,p,(w,)dıw;, 
II.) 56 
ER u. : 
ee a = p(w,)h»(w,) siny,(Ww,) sinn,p,(Ww,) dıw,, 
® iM 
7 IT ! 
D,. = u = p(w,)h,(W,)cosp,(w,) SINn,Y,(Ww,)dıw,, 
. 
0 
A, = - / "3(w,)h»(w,)cosn,,(w,)dır,, 
” 
(III) z ” 
[. = -— / 3(w,)h»(Ww,) sinn,p;,(W,)dw,. 
y Jr 





0) 
Alle in diesen Formeln nieht aufgeführten Coefficienten haben den Werth 
0; aber auch die angegebenen Coefficienten lassen sich noch redueiren. 
Man schliesst nämlich aus: 

h.2n—-w)=h,.(w) und w„(2n) = 2w,, 
zuerst. dass 

v.(2n— W;) == 20. — W (Wr), W. (2 — W;) == 20», TER: VW. (W,) 
und hierauf aus den Definitionsgleichungen von g, und @:: 
p,(2r —w) = —y(w), 9(l2nr—w,) = 2n—Yp,(w,); 

daneben ist: 

y(2r— w,) = pw), Ay(2nr —w,) = ha(w,). 
Da nun, wenn allgemein F(w,) die Function unter den Integralen (I.), (II.), 
(I1L.) bezeichnet: 

v) 7 7 

/ F(w,) dw; = / IF(w,)+ F(2n— w,)|dw,, 
0) 


() 


so stellen sich die nicht verschwindenden Coeffieienten A,,, u. s. w. also dar: 
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2 
An. = — / p(w,)h»(Ww,)Cco8sp,(W,)C08;p,(w,)dıv,, 


Br ( n 
(1.) WÄRE 
D. = -—— / s(w,)R»(w,) sinYp,(W,) SInn,Y,(w,)dır,, 





(),. * 

...( 

) ’72 
Bin. IR / p(w,)ha(w,)cosp,(W,)Cosn,4 ‚(Ww,)dıw,, 

(II.) An 
\ 5 ‘) % 
BL we ‘N fan \or fan \ ou Bu i 

In =5 / p(w,)h,(Ww,) sing, (w,) sinn,g,(w,)dın,, 


(III) An, = un — 3 (w,)R»(w,) C08n,p,(Ww,)dıw,. 


Die trigonometrische Reihe (19.) nimmt nun zuerst mit 4, = 0 und 4, = und: 


w,,t 2, „t ro, ,t rıl 
T, um — — m —, Eu m 
E00 € Ws, ö €, w 2 
. 7 
die Form an: 
> 5) ö 
zn, o, . ZNn,@ 192 \ 
galt) = 4Au-+- E ? A, ne0os ——2- +B, sin - ) 
TR &,0 
% n,ret ei u ne g’ 2n.o,,t nr 
+ 13, x Un. COS ” +0, sın 2 +22, (A, N COS u COS . 
a Ka [77] = BR. 1 1 €E,@W,, 0) 


..- .. 


> > > | 

’ zn ws N, ‚at zn. . u Me m m 
+B,.,8 12 B + C, „,c08 ——"-sin——+D, „sin 2 sin—— ). 
€E,W,, E W,, W,, E W,, Wo,’ 


l 22 22 ] 22 22 
Mit Rücksicht auf die ine Werthe der Coefficienten und die Werthe 
von &, wird somit: 


ot AR 7 ER . nl 
zT = GOS 2 Aut, L „COSN, (7 sın x m D,, SIN RR, 
W,, W,, (W),; w, 
m Hi 2 nt), BE i . sul 
y= sın — 3But2, B,„cosn, (+08 —-. 3,0, sinn; 
DW, \“ N w, , 6), | W.,, 
RT 1 < rıt 
> Aut, Ay COSN, w 
1 


In etwas veränderter Bezeichnungsweise hat man also für die Coordinaten des 
bewegten Punktes die Formeln: 





we‘ a2 at \ 8 L . ni 
zT = 008 —-jA,+23,A,cosn 25, B,sinn 
W,, 1 @,; W,; 1 W,, 
dh “. rt o,,t % r ri 
y= snm—-A,+28,4A,cosn 1 0082.25 B,sinn 
J EL up Br; W,, ir a 2) 
ı 6 4 N nt 
:_ = Cı+22,0,cosn— 
1 ) 


wo die Coefficienten die Werthe haben: 
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zu 
A, = . / p(w,)h»(w,)C0sp,(W,)C08n,p,(w,)dw;, 
22°, 


Pen 
B, = e. / Y(w.)h,,(e,) singy,(w,) sinn,p;(W,)diw,, 


(),,* 
v.M 





C,= — / "2( w,)h»(Ww,)C08n,p:.(Ww,)dıw;. 


22‘) 
Die Coordinate z ist unbedingt periodisch mit der Periode 2w,, während 
z und y erst unter der Bedingung m,o®,, = m, die Periode 2m,w,, erhalten. 
Die Entwicklung von 3 ergiebt sich direet auch aus der Abhandlung von 
Herrn Weierstrass: Ueber eine Gattung reell periodischer Functionen *). 

Die hier für die Bewegungen des $ 10 entwickelte Reduction der 
zweifach unendlichen trigonometrischen Reihen auf einfach unendliche be- 
dingt periodische Reihen tritt ebenso auch für die Centralbewegungen des 
$9 ein. Dagegen findet sie für die in $ 12 folgenden Beispiele im All- 
gemeinen nicht mehr statt. 


$ 12. 
Die Jacobi-Liourvilleschen Bewegungen auf einer Fläche. 
Von Liowville ist folgender Satz bewiesen worden **): 
In krummlinigen Coordinaten «, ve auf einer Fläche habe das Qua- 
drat des Linienelementes die Form: 
(1) ds’ = E(u, v)Im(u)du’+n(e) dv), 
und es bewege sich auf der Fläche ein Punkt unter Einfluss der Kräfte- 
funetion S(a, ve). Wenn alsdann SE und E die Formen haben: 
2) E=tylu)—zylo), ES = 3p(Ww)—-FyY(o), 
so sind die Integralgleichungen der Bewegung mit zwei Integrationscon- 
stanten » und A: 
| Ym(u).du uf  Yaß).do 21 
“ 2yp,(u)+hp,(u)—_k +7 2yk—w,(v)—hw,(o) 
d: | 14) 1 m(u). du Bi £. w,(v) Yn(v).de EN 
“ 2yyp,uW)+hgp, (u) k +7 2yk—w (v)—hw,(v) 


”) A. a. O. S. 101; es ist dort nur in der Formel für B,„ durch einen Druckfehler 


(3.) 





1 
der Factor ausgefallen. 
() 
“*) Vgl. Liouville, Sur quelques cas particuliers ou les equations du mouvement 
d’un point materiel peuvent s’integrer, Journal de mathematiques, I. serie, t. XI (1846); 


t. XIL (1847). 
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Auch hier sind unter entsprechenden Voraussetzungen die Bedingungen 
der T'heorie der vorstehenden Paragraphen erfüllt, und erhält man die ge- 
wöhnlichen Raumeoordinaten x, y, z als bedingt periodische Funetionen 
der Zeit durch zweifach unendliche trigonometrische Reihen dargestellt. 

Die Gleichungen (3.) sind ein specieller Fall der allgemeinen von 
Jacobi in der Form: 


‘op, Op, } 
„1 de da =), 
J 'da + da "I i 


op Ip, 
in dg, + E dq., = r—t 


Jto0a 


angegebenen *) Integralgleichungen, an welche Jacobi ähnliche Folgerungen 
geknüpft hat **), wie die von Liowville erhaltenen. 

Hierher gehört die Trägheitsbewegung eines Punktes auf dem Ellipsoid: 

x° y’ 2° 


} i ) 
er + 
G— ) B—h, Y A, 


0 


=: 1: 





die Coordinaten x, y, z des Punktes drücken sich dabei durch die ellipti- 
schen Uoordinaten 4, u, v, wie folgt, aus: 


7 


Valve 0 _ VER ,_ Vrhlavz 


Ye—Pye—y VYa—Ppy d—y | Yae—yYP—r 
wo: 


— 0% 8 bu = Y u er U, E D u N 


Ki — 


während zwischen u, v, £ die Gleichungen bestehen: 


u“ (u—4,)du MEN Di (v—4 )dv N 
i 2Yr(u) ag‘ 2Yr(v) 
f (u—4,)(u—u,)du Kr f* (v—),)(v—u,)dv . 
J 2yr(n) J 2/76) 


’ 


in welchen mit o=u, vr: 

r(g) = (ee) P-OF-OW-O)E— 2). 
Ueberdies ist A=4, u=y, v=P der Anfangsort, ce die constante Ge- 
schwindigkeit des bewegten Punktes und «u, der Parameter der von der 
Bahneurve berührten Krümmungscurve. Nach der Theorie des Kapitels | 


*) Vgl. Jacobi, Vorlesungen über Dynamik, herausgegeben von Clebsch, S. 175. 
S. 514. 
**), ebd. S. 219. 
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lassen sich die Coordinaten x, y, z des Punktes als Functionen der Zeit t 
durch die zweifach unendliche trigonometrische Reihe (19.) darstellen *). 
Hierher gehören ferner: die Bewegung eines Punktes auf dem Ellip- 
soid unter Einfluss einer der Entfernung vom Centrum des Ellipsoides direet 
proportionalen Kraft, die Bewegung eines schweren Punktes auf einem 
Paraboloid **), die von ©. Neumann mit Hilfe der ultraelliptischen Funetionen 
behandelte Bewegung eines Punktes auf einer Kugelfläche ***) und andere. 


$ 13. 
Bewegungen eines starren Körpers. 

Unter die Gruppe der bedingt periodischen Bewegungen zählen die 
Normaliormen der bekanntesten und nach den mannigfaltigsten Richtungen 
untersuchten Bewegungen eines starren Körpers. Für einige derselben mag 
hier die Zurückführung auf die oben behandelte Form des Umkehrproblems 
der bedingt periodischen Funetionen gezeigt werden. 

l. Die sphärische Trägheitsbewegung. Bezeichnen A, B, C (A<B<-0) 
die Hauptträgheitsmomente und p, q, r die Componenten der Winkelge- 
schwindigkeit nach den drei Hauptträgheitsaxen des Körpers in Bezug auf 
den Drehungspunkt, so hat man die Differentialgleichungen: 


— —(B- C)gr — (, 


24 —(C-A)rp = 9, 


C ER Pe 


Man erhält hieraus zuerst mit Hilfe der beiden Integrale: 


Ap +Bg +0r = WW 


| 
| 


9 


Ap+Bg+CTr = # 


2 
wo A’ und 4 Integrationsconstanten bedeuten, die Beziehung zwischen der 
neuen Variabeln: 


*) Die von Weierstrass in den Berliner Monatsberichten vom Jahre 1561 gegebene 
Parameterdarstellung der Punkte der geodätischen Linie durch hyperelliptische Functionen 
giebt nicht unmittelbar die Abhängigkeit der Coordinaten von der Zeit t. 


“*) Vgl. De Saint-Germain, Mouvement d’un point pesant sur un paraboloide, 
Journal de EEE III. Ser., Bd. 3, S. 401 (1877). 


=) Vol. ©. Neumann, De ircklemahe quodam mechanico, quod ad primam inte- 
gralium ultraellipticarum classem revocatur, Journal für Mathematik, Bd. 56, S. 46. 
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und der Zeit £ in der Form *): 


du 
di = —— i 
2Yy (u— a)(b—u)(u—c) 
wenn zur Abkürzung gesetzt wird: 
B+C)h’—k’ (C+ A)h’—k’ (A+B)h’—k" 
a = ( - ) . b = — I b = - er . 
BC CA AB 


Andererseits drücken sich p, g, r durch die neue Variable «, wie folgt, aus: 


p=Alu-a, q=BVYb-u, r=TYu—c 
mit: 


1 BC . —CA r IB 
Pi > D= - a = — - 
(B-A)(C-4) ’ (C—B)(A— B) (A-CYB— ( 
es wird der Kürze wegen nur der Fall e<a<Zb ins Auge gefasst, in 


welchem sich « zwischen a und b bewegt. 


J 


Man bezeichne jetzt die drei Richtungscosinus jeder der Hauptträg- 
heitsaxen &, n, 5 des Körpers gegen die Axen x, y, 3 des festen Coordina- 
tensystems — beide Coordinatensysteme durch den Drehungspunkt gelegt 
bezüglich mit a,, b,. C; @,, b,, ©; Q;, b;, c,; und wähle als s-Axe die Nor- 
male der invariabeln Ebene, sodass: 

Ei ; - Pu) = 
Man drücke ferner die neun Richtungscosinus dureh die Exlerschen Winkel 
f, % w aus in der Weise: 


a, = C08Y EOS W— SINYSINWCOSZ, 4, = — COS pSINW— SINPCOSWeEosSZ, 
b, = SINpCoSW-+ COSpsinwcosZ, b, = — sSINpSInW-+-COSY COSWECOSZ, 
c, = sinwsiny, G= coswsinz, 

a, = sinpsing, Db; = —cCospsing, €, = 608, 


und leite zwischen p und « die Differentialgleichung ab: 

k D—u du 

C Eu 2y(u—a)(b—u)(u—e) 

wo D und E durch die Gleichungen definirt werden: 
ABCD = (C—- A)(C—B)h’+ABCe, 


dp = 


ABC’E = a er A nund 
Setzt man endlich noch ® = sin’p, so erhält man zur Lösung des Rotations- 
problems die folgenden Gleichungen: 


") Vgl. Schell, a. a. OÖ. Bd. II, S. 434 ff. 
Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 4. 42 
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& dv f" k D-—-u du Bun 
2Zyv(1—r) + °C E-u Yiu-a)(b—u)(u-e) 


£- du ai 


“ — Yla-a)(b—-u)(u— c) 
BByb—uyl—v ACAT Yu—ayu—c] v 


N R(u) ie; k R(u) 
Kun Bbyb—uyev ‚ ACAT| u—a| u—cyl— v 
a R(u) Lan: kR(u) ’ 
AAYyu—a 
. k ’ 
_ Adyu-ayl-v BCBTYb—uyYu—cyov 
RB R (u) kR(u) 
AAYu—ayv ‚ BCBTyb—u Yu—cyi—v 
b, = — - + — —, 
R (u) kR(u) 
BbByb—u 
C; oo I; ’ 
ON nn We; ER u Er Dr Beayet 


R(u) = VA?4’(u—a)+B’B’(b-u). 


Die doppelt gestrichenen Wurzeln bedeuten die positiven Werthe der be- 
treffenden, im Umfange der Variabilität von « niemals Ö oder ® werdenden 
(Juadratwurzeln. Es sind also die neun Richtungscosinus innerhalb der 
Grenzen OD <e<1l, a <u<Zb eindeutige und endliche analytische Fune- 
tionen von a, v, Yu—a, Yb—u, Yo, Yl—v. Ferner wird ED niemals 0 
oder & und bleibt immer positiv. Sieht man also von den besonderen 
Fällen ab, wo eine der Hauptträgheitsaxen des Körpers in die invariable 
Linie fällt, so sind die neun Richtungscosinus bedingt periodische Functionen 
der Zeit t, welche der allgemeinen Theorie des Kapitels I unterliegen *), 
mit einer Reduetion der zweifach unendlichen trigonometrischen Reihen 
wie ins$1l. 

Mit A=B hat man ein Beispiel für die Elementarform der bedingt 
periodischen Functionen in $1. Man erhält in diesem Falle als Bestand- 
theile der zu bestimmenden Ausdrücke: 


*) Schon von Herrn Kronecker („Zur Theorie der elliptischen Functionen“, Monats- 
berichte der Berliner Akademie 1881, S. 1165) ist darauf hingewiesen worden, dass die 
von Jacobi beim vorliegenden Problem gegebenen Formeln zweifach unendliche trigono- 
metrische Reihen sind. 
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co ht . (4d—CO)rt I— Ort 
Ie=sın Yl1—-v = e08—: Yus=siın- ‚ Yl-u= cos 
A’ | A { 
und als Bedingung der Periodieität ($ 1. Ende 
h 


2, ), 
(A—C)r, 


m—n 


2. Die Bewegung eines Kreisels auf festem Stativ. Für die Bewerung 
eines schweren homogenen Rotationskörpers, der in einem Punkte der Ro- 
tationsaxe festgehalten wird, hat man, um die Coordinaten x, y, 3 eines in 
der Entfernung © vom Unterstützungspunkte befindlichen Punktes der Ro- 


tationsaxe als Funetionen der Zeit zu bestimmen. die Relationen 





z=CVl-wWle, y=-—-ÄiVl-wWVl—e, 3 In, 
f do ff" ©, (u— u )du N 
“ 2Zye(l—o) 6’ Y2MAgh (I—u’)Y(u—u,)u —u)/u—u 4 
E A du / 
. 2Mahı | u—u,)(n, -u)(u—u,) 


Hier bedeuten A und C die Hauptträgheitsmomente, M die Masse des Kör- 
pers, g die Beschleunigung der Schwere, h die Entfernung des Unter- 
stützungspunktes vom Schwerpunkt, r, die Winkelgeschwindigkeit um die 
Rotationsaxe, endlich «,. z,., #, Uonstanten, welche der Bedingung venügen: 


’ 1 
U, N u M } . 


Es sind also x, y, z einfach bedingt periodische Functionen der Zeit t 
Wollte man auch die ausserhalb der geometrischen Rotationsaxe des Kreisels 
velerenen Punkte x, y, 3 desselben in Betracht ziehen, so würde man auf 
zweifach bedingt periodische Funetionen ") geführt werden. 

3. Die Bewegung eines Kreisels auf horizontaler Ebene **). Nimmt 
man die zy-Ebene eines festen Coordinatensystems als horizontale Ebene 
an, auf welcher die Spitze eines homogenen schweren hotationskörpers sich 


bewegt, und setzt man voraus, dass der Schwerpunkt des Körpers zur Zeit 


t = () ohne translatorische Geschwindigkeit in der z-Axe sich befinde ‚so 
erhält man zur Darstellung der Bewegung eines Punktes r, y. 3 der geome- 


trischen Rotationsaxe des Körpers die Formeln: 


Vol. Acta mathematica. Bd. 10. S. 197. 
**) Vol. Poisson, Traite de mecanique, 2. ed. t. II. S. 21%. 
**) Vol. Greenhill, On the motion of a top. Quarterlv Journ 


. 176. 
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ee = EVY1-u'Ve, y=- -tii-eYi-e, 2 = —(h+L)u, 
[_#_ıf Mi ee a 





o 2yoli—v) (1—-u?)y(u—u,)(u, —u)(u—u,) 
f- SEI 4 
. Vbyau—u,)(u, — u)(u—u,) 2 
wo zur Abkürzung gesetzt ist: 
2Mgh O’r? 
nal SW a 4AMgh 
und £, A, €, M, g, h, r, die vorige Bedeutung haben, auch wiederum 
_ —1<m<a<1l ist. Es sind also auch bei dieser Kreiselbewegung 
die Coordinaten eines Punktes der Kreiselaxe eindeutige bedingt periodische 
Functionen der Zeit, deren Reihenentwicklungen sich wie in $ 11 vereinfachen, 
Den vorstehenden Beispielen bedingt periodischer Bewegungen eines 
Punktes oder starren Körpers würden sich noch weitere anschliessen lassen *), 
von deren Aufzählung an dieser Stelle Abstand genommen werden soll. 
Einige von den hierher gehörigen Bewegungsvorgängen führen bekanntlich 
auf elliptische **) und hyperelliptische Functionen, und müssen alsdann die 
hier gegebenen trigonometrischen Reihen mit den auf Grund der 'T'heorie 
der genannten Functionen abgeleiteten trigonometrischen Entwicklungen der- 
selben Art identisch sein **®), Dagegen ist die Anwendbarkeit der elliptischen 
und hyperelliptischen Funetionen auf die genannten Bewegungsvorgänge von 
weit beschränkterem Umfange als die der allgemeineren bedingt periodischen 
Funetionen. Zugleich wird mit der Einführung der letzteren der Versuch ge- 
macht, einen gemeinsamen analytischen Ausdruck für alle diejenigen Bewegungs- 
formen herzustellen, welche in ihren geometrisch und mechanisch bedeutsamen 
Eigenschaften übereinstimmen und an die Klasse der periodischen Bewe- 
sungen als nächst höhere Klasse stabiler Bewegungen sich anschliessen. 
*) Vgl. z.B. noch Hess, Ueber das Problem der Rotation, Mathematische Annalen, 
3d. 20. Russell, On the occeurrence of higher transcendents in certain mechanical problems, 
Messenger of Mathematies, new series, vol. 7 (1877) und vol. 3 (1579); Note on the 
interration of the higher transcendents which occur in certain mechanical problems, 
ebd. Bd. 9 (1880). 
=) Vgl. beispielsweise die Anwendung der Weierstrassschen Function p(w) und 
o(u) bei Maggi, Sull’ integrazione delle equazioni differenziali del pendolo conico, R. Isti- 
tuto Lombardo di scienze e lettere, Rendiconti, Ser. II, vol. 17, 1854. 


=) Man vgl. die Convergenz der trigonometrischen Entwicklungen elliptischer Func- 
tionen innerhalb eines Streifens der Argumentenebene, Königsberger, Vorlesungen über 
die Theorie der elliptischen Funetionen, 1. Th., S. 409. 








Ueber Gattungen, welche durch Composition aus 


zwei anderen Gattungen entstehen. 
(Von Herrn K. Hensel.) 


Die arithmetische 'T'heorie der algebraischen Grössen stellt sich als 
Hauptaufgabe die Erkenntniss der Eigenschaften einer beliebigen Gattung, 
d. h. die Untersuchung desjenigen Zahlen- und Formenreiches, welches durch 
alle rationalen Functionen einer Wurzel einer vorgelegten algebraischen 
Gleichung bestimmt ist. Die ersten und einfachsten hier sich darbietenden 
Fragen betreffen die vollständige Darstellung aller ganzen algebraischen 
Grössen, d.h. derjenigen, welche durch eine irreduetible ganzzahlige Glei- 
chung definirt sind, in welcher der Coefficient des höchsten Gliedes gleich 
Eins ist, ferner die Bestimmung der Diseriminante der Gattung, oder, was 
dasselbe ist, die Aufsuchung des grössten gemeinsamen Theilers aller ihrer 
Gleichungsdiseriminanten, endlich die Zerlegung einer beliebigen rationalen 
Function in ihre innerhalb der Gattung unzerlegbaren Factoren. Alle diese 
Fragen sind in Herrn Kummers bekannten Arbeiten für die Kreistheilungs- 
gleichungen, hierauf von den Herren Dedekind und Weber für alle Glei- 
chungen mit Zahlencoeffieienten und für die algebraischen Funetionen einer 
Variablen aufgestellt und gelöst worden, und sie sind in dem allgemeinsten 
Falle in den „Grundzügen einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
Grössen“ von Herrn ÄKronecker mit einer Vollständigkeit und Einheitlichkeii 
behandelt worden, welche die Hinzufügung von Wesentlichem ausschliesst. 

Der nächste Schritt, welcher in dieser Theorie zu thun ist, betrifft: 
die Frage nach der Composition zweier Gattungen ©, und @,, d.h. die ge- 
naue Untersuchung derjenigen Gattung (Ö,, @,), welche alle algebraischen 
Grössen sowohl von ©, als auch von @, enthält. Diese Frage scheint 
bisher noch nicht allgemein untersucht worden zu sein, obwohl sie für die 
Theorie und besonders auch für ihre Anwendungen etwa dieselbe Wichtig- 
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keit besitzt, wie für die elementare Zahlentheorie die Untersuchung der 
zusammengesetzten Zahlen. Aber wie sich hier die ganze Aufgabe lösen 
lässt, sobald die analogen Fragen für die Primzahlen untersucht sind, so 
führt die Benutzung der vorher erwähnten Hülfsmittel auch bei der Com- 
position der Gattungen zur Lösung der allgemeinsten hier auftretenden 
Probleme. 

In dieser Arbeit soll der Anfang dazu gemacht werden. In ihr wird 
zunächst aus den Fundamentalsystemen zweier beliebigen Gattungen ©, und 
(, ein solches für die aus ihnen eomponirte Gattung (®,,@,) in dem Falle 
gebildet, dass die Ordnung der einen sich nicht redueirt, sobald die andere 
dem Rationalitätsbereiche adjungirt wird, in dem Falle also, dass die Ordnung 
der componirten Gattung gleich dem Produete der Ordnungszahlen der sie 
erzeugenden Gattungen ist. Damit ist dann die Möglichkeit gegeben, alle 
ganzen algebraischen Formen einer aus zwei anderen eomponirten Gattung 
darzustellen und zu untersuchen, sobald dieselbe Aufgabe für jene beiden 
Gattungen gelöst ist. Mit Hülfe dieses Resultates ist es dann möglich, die 
Diseriminante der eomponirten Gattung a priori zu bestimmen, sobald 
man die entsprechenden Fragen für die beiden componirenden Gattungen 
»elöst hat. 

In einer zweiten demnächst erscheinenden Arbeit wird die Zerlegung 
einer irreduetiblen rationalen Funetion für die componirte Gattung (Ö,, @,) 
aus denjenigen für die beiden Gattungen ©, und @, hergeleitet, und in einer 
dritten Abhandlung endlich sollen die hier behandelten Fragen in dem all- 
vemeinsten Falle gelöst werden, dass sich die Ordnung der einen Gattung 
unter Adjunetion der anderen erniedrigt. 


I. 
Es sei & eine beliebige Gattung mter Ordnung; es soll zunächst 
untersucht werden, wie oft ein beliebiger Primdivisor P des natürlichen 
Itationalitätsbereiches (R, W,...) in ihrer Diseriminante enthalten ıst. Die 
Lösung dieser Aufgabe gestaltet sich dann besonders einfach, wenn man 
für die Darstellung der Zahlen von © ein Fundamentalsystem für den Mo- 


du! P, d.h. ein System von m so gewählten Formen: 
a’ ” 
u) “11a =12 Be “ 


ıı 


runde legt. dass eine Uongruenz: 
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2) WwEnteset tu. 0 (mod.P), 
deren Üoefficienten a, %, ... a, rational und ganz sein sollen, nur dann 
bestehen kann, wenn alle Coeffieienten den Divisor P enthalten. Da näm- 
lich ein solches Fundamentalsystem in ein absolutes durch eine den Divisor 
P nicht enthaltende Substitution übergeht, so wird seine Diseriminante 


8) D= 


diesen Modul ebenso oft als jene enthalten, und es kann daher diese der 


| 
| ( / ] Ei. ) 
hk| 


Ir 





Untersuchung zu Grunde gelegt werden. 

Zu einem solchen Fundamentalsysteme gelangt man nun leicht auf 
die folgende Weise: Man denke sich P innerhalb & in seine Primdivisoren 
zerlegt, und zwar sei: 

PcoP}P%...Py; 
ferner mögen die Zahlen 

a re 
die Ordnungszahlen der h nicht äquivalenten Divisoren P,,... P, bezeichnen, 
d.h. es sei: 

N,Pn#" G=1,2,...M), 

Ks sei nun P, irgend einer dieser % verbundenen Divisoren, 2 seine Ord- 
nungszahl, Ö sein Exponent, ferner seien die z Formen: 


ke = £ 
sur My ++. 9 


in dem oben für P charakterisirten Sinne ein Fundamentalsystem für P.,, 


dann bilden die zd Formen: 
R Br N 
ia: = Fi en 
2 


für den Divisor Pf in demselben Sinne ein Fundamentalsystem, dessen Ele- 


.-& 


mente einen jeden zu P, nicht äquivalenten Divisor ebenso oft als P ent- 
halten. Denkt man sich also für eine jede der in P enthaltenen A Divi- 
sorenpotenzen BR a 0 ein eben solches Fundamentalsystem gebildet, so 
werden dessen 2#,0,-+:--+z,0, = m Elemente zusammen ein Fundamental- 
system für P bilden, und dieses ist es, welches der weiteren Untersuchung 
zu Grunde gelegt werden soll. 
Bildet man jetzt die zu den z#d Formen (4.) conjugirten: 
(5): (‚=..2.% ) 


* 
Pr 


o—r 78 
0,q { 


wo für den Augenblick P,, an Stelle von P, geschrieben ist und wo 
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Ps +: Po, die m zu P, eonjugirten Formen bedeuten, und betrachtet man 
zunächst nur diese zd' Verticalreihen der Determinante |$,,| in (3.), so erkennt 
man ohne Weiteres, dass die durch ein bestimmtes Indexsystem (r,s) charakte- 
risirten conjugirten Formen, welche also in einer und derselben Colonne 


stehen, den Divisor: 
1; P P\ 
05 saelaeee de 
01 Im 


enthalten, denn dieser ist ja der grösste gemeinsame Theiler aller Coef- 


» [3 P F e . . “ 
fieienten 2 Derselbe Theiler wird also auch nothwendig in der Quadrat- 


Öi 


wurzel aus der Gattungsdiseriminante enthalten sein. Aus den zd Vertical- 
reihen der Matrix (5.) wird daher in derselben Weise das Divisorenproduct: 
ö x d—1 d—1 ö-1/ pP Ps 
(6.) cn II Ip; = Io =IMN 2) 

s=1r=i r—U 


r=(Ü 


ar * ++ Ze 
Poı 


herausgehoben werden können. Der Werth desselben lässt sich leicht mittels 
der allgemeinen Bemerkung bestimmen, dass aus der Aequivalenz: 


Mco(M,, M,, ...) 
für ein jedes ganzzahlige £ die andere: 

M'co(M,, M;, ...) 
sefolgert werden kann, wie in einer späteren Arbeit eingehend dargelegt 
werden soll. Erhebt man also die Aequivalenz (6.) zur dten Potenz, so er- 
giebt sich hiernach: 

el TE 
= ph 


I Zu. ''* Zus 
Pom r=U pj ” u 


Um 
oder, wenn man aus jedem Factor P” herauszieht: 
r o-1 d—1 P d-r P d—r\x 
a’) IH P”.JJ] (5) Mi () ) . 
v1 


( 
r—() r=) P. hn 


Hier kann aber das ganze zweite Product fortgelassen werden, da alle seine 
Factoren zu jedem der zu P,, eonjugirten Divisoren, also auch gegen ihre 
Norm, d.i. gegen P relativ prim, also äquivalent Eins sind, und man erhält 


die Aequivalenz: 
d—1 
5 d—1 »Z&r 70 ' 
7‘ r v 320(0—1), 
acvnP"wP' coP: s 


ri! 


jener herausgehobene Divisor ist also: 


n co PRO, 


we 


Pr 


ln 
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Es seien nun 71,,.... zz, die Divisoren, welehe sich auf diese Weise aus 
den zu P,, ... P, gehörigen Matrizen der Determinante |$,,| herausheben. 
Dann wird die ganze aus der Diseriminante, d. h. aus dem Quadrate jener 
Determinante herausgehobene Potenz von P 


PIC —]) 


(7.) (n,..7,) VA — pr (i ME Sn 


sein, wenn man die schon im Anfang erwähnte Gleichung: 


2,0,+--+20, = m 
berücksichtigt und zugleich 
art = m 
setzt. 
Man denke sich nun diejenige Gleichung gebildet, der die Form 
u&ıt++%,S, nebst ihren eonjugirten für unbestimmte «,,... #, genügt, so 


lehrt eine einfache Determinantenumformung, dass ihre Diseriminante dureh 
die in (3.) angegebene Determinante D’ theilbar ist, dass auch sie also den 
Divisor P mindestens (m—m,) Male enthalten muss. Andererseits kann man 
aber leicht nachweisen, dass jene Gleichungsdiseriminante den Divisor P 
auch nicht öfter enthält, und hieraus ergiebt sieh einmal, dass die Diserimi- 
nante jener Gleichung einen jeden Divisor genau ebenso oft enthält als die 
Diseriminante der Gattung, oder ein neuer Beweis des wiehtigen Satzes von 
der Aequivalenz der Gattungsdiseriminante und der Diseriminante der Funda- 
mentalgleichung, dann aber auch, und darauf ist hier Gewieht zu legen, 
dass die auf dem vorhin angegebenen Wege aus den Verticalreihen heraus- 
gehobene Potenz von P auch die höchste in D’ enthaltene Potenz dieses 
Divisors ist *). 

Dass das System der Formen (4.), modulo P betrachtet, ein Funda- 
mentalsystem ist, kann jetzt auch leicht direet bewiesen werden, und zwar 
mit Hülfe des folgenden allgemeinen Satzes, von dem wir bald Gebrauch 
machen werden: 


*) Eine Ausnahme tritt nur in dem ganz singulären Falle ein, dass der Divisor P 
ine Zahl ist | zueleich ı une ler Ex inte ) ), als Theiler vor] ft» 
eine Zahl ist und zugleich in einem der Exponenten Ö,,... 0, als Theiler vorkommt; 
von diesem Fall soll daher bei der folgenden allgemeinen Untersuchung abgesehen und 
seine Behandlung in einer späteren Arbeit gegeben werden. Dieser ganz specielle Fall 
bietet grössere Schwierigkeiten dar, besitzt aber deshalb ein besonderes Interesse, weil 
hier zum ersten Male eine Beziehung zwischen arithmetischen und algebraischen Eigen- 
schaften der Gattungen hervortritt. 
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Es sei 715 +.» 7. ein System unabhängiger ganzer Formen der 
Gattung ©, deren Determinante 


D wi In. (ie, 2, u 
also nieht verschwindet. Es seien nun 
EEE 


die grössten gemeinsamen Theiler von P mit den sämmtlichen 
Klementen der einzelnen Verticalreihen von D. Sind dann die 
Exponenten o,, wie in dem vorher behandelten Falle, sämmtlich 
echte Brüche, und ist ferner 


in 


u: 
oe = 0; 


— \ 
s—=1 


der Exponent der höchsten Potenz von P, welche überhaupt in D 
enthalten ist, so ist das System 771, -.. 771. ein Fundamentalsystem 
für die Gattung © und den Modul P und soll ein »ormales Funda- 
menlalsystem für diesen Modul genannt werden. 
Der Beweis dieses Satzes ist höchst einfach: das System der Formen 
Ms ++: N 15t bekanntlich dann und nur dann ein Fundamentalsystem, wenn 
die Form 


I I 
U MNıı 7 Tun Nım 


den Divisor P nicht enthalten kann, ohne dass alle Coefficienten a, durch 
P theilbar sind. Löst man aber die m Gleichungen: 


Im 


Sun. = Ph; G=1,2,...m), 
=] 


welche die Bedingung aussprechen, dass jene Form nebst ihren Conjugirten 
P enthalte, nach den «, auf, so ergiebt sich: 


D.u, = D,, 


wo D, aus D dadurch hervorgeht, dass an Stelle der Elemente ihrer Akten 
Verticalreihe die Elemente Pn,, ... Pn, gesetzt werden. Daraus folgt aber 
sofort, dass D, den Divisor P öfter enthält als D, da hier die kte Colonne 
durch P, dort nur durch P“ theilbar ist, während alle übrigen Theiler die- 
selben bleiben. Es muss also «,, also jeder der Üoeffieienten mit P einen 
remeinsamen T'heiler haben, oder, da diese Coefficienten dem Bereiche 
RR, ...) angehören, für den P ein Primdivisor ist, so müssen alle Coefficienten 
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%ı. ... a, durch P theilbar sein, jenes System ist also ein Fundamental- 
system. 

Dass das vorher speeciell untersuchte System den Anforderungen des 
soeben bewiesenen Satzes entspricht, erkennt man sofort, wenn man berück- 
sichtigt, dass hier die Divisoren 9, in (5°) die grössten gemeinsamen 'T'heiler 
aller Elemente einer Vertiealreihe sind, und dass sich aus jener Gleichung 


/ 


orcuP oder 0,coP’ (r=11,..0-1 


ergiebt, wenn man sie wie vorher zur dten Potenz erhebt. In diesem Falle 
sind also die Exponenten @,, ... 0, alle echten Brüche, deren Nenner 
Ö,, ... 0, sind, und es mag noch für das Folgende bemerkt werden, 

z 
Ö; 
gleich oft, nämlich #, Male vorkommt, wie die Betrachtung des Systemes 
(5.) lehrt. 


Legt man der Untersuchung dieses specielle Fundamentalsystem 


dass für irgend einen der Nenner d;, ein jeder der Öd, echten Brüche 


modulo P zu Grunde, so kann man endlich noch einen sehr allgemeinen 
und interessanten Satz über die wesentlichen Theiler der Gattungsdiserimi- 
nante herleiten. Zu diesem Behufe denke man sich dasjenige Divisoren- 
system (D,). gebildet, dessen Elemente die sämmtliehen Unterdeterminanten 
einer bestimmten sten Ordnung der Diseriminante der Gattung sind. Das- 
selbe ist unabhängig von der speeiellen Wahl des Fundamentalsystems; ist 
nämlich (D,) der ebenso gebildete Modul für ein anderes Fundamental- 
system, so lehrt der erweiterte Multiplicationssatz für Determinanten. dass 
die Elemente von (D,) die von (D}) enthalten, und umgekehrt, dass also 
jene Divisoren einander äquivalent sind. Sind es nur die Theiler, welche 
(D,) mit P gemeinsam hat, welche in Betracht gezogen werden sollen, so 
erkennt man ganz ebenso, dass auch ein beliebiges Fundamentalsystem mo- 
dulo P, also z. B. auch das soeben untersuchte zu Grunde gelegt werden 
kann. Ist endlich (4,) der entsprechend gebildete Divisor für ein beliebires 
System von m Formen jener Gattung nebst ihren conjugirten, so lehrt der- 
selbe Satz, dass (D,) ein Thheiler von (4,) ist; die bekannten Eigenschaften 
der Gattungsdiseriminante übertragen sich also wörtlich auf diese allge- 
meineren Divisorensysteme (D,). 

Mit Hülfe des speciellen Fundamentalsystems in (4.) erkennt man 
nun ohne alle Schwierigkeit, dass der Divisor (D,, P) äquivalent Eins 


43* 











336 Hensel, über Gattungen, welche durch Composilion aus zwei anderen entstanden sind. 


ist, solange s gleich oder kleiner als m, ist, da man ja alsdann sogar 
eine Matrix finden kann, deren sämmtliche Determinanten ster Ordnung, 
modulo P betrachtet, ein primitives Modulsystem bilden. Ist dagegen s 
grösser als m,, so wird eine jede der Determinanten ster Ordnung min- 
destens einen der in (5%) betrachteten Divisoren 9, von P enthalten, welche 
einer gebrochenen Potenz von P äquivalent sind, der Modul (D,P) wird 
also jetzt nieht mehr primitiv sein. Kommt man überein, eine Determinante 
mter Ordnung |n,| modulo P vom Range E zu nennen, wenn das aus ihren 
Unterdeterminanten oter Ordnung gebildete Modulsystem (D,, P) das letzte 
ist, welches primitiv ist, so lässt sich das hier abgeleitete Resultat in dem 
folgenden eleganten Satze aussprechen: 
Die Diseriminante einer beliebigen Gattung © ist genau durch 
P"""" theilbar, wenn sie, modulo P betrachtet, vom Range m, ist. 
Ist ferner ein System von m beliebigen ganzen Formen des Gattungs- 
bereiches & gegeben, und ist m, ihr Rang modulo P, so muss m\ gleich 
oder kleiner als m, sein, da ja das System (7, ,,) ihrer Unterdeterminanten 
(m,+1)ter Ordnung den Divisor (D,,,) enthalten muss, welcher, modulo P 
betrachtet, nicht mehr primitiv ist; hieraus ergiebt sich der weitere Satz: 
Ist ein System von m beliebigen ganzen Formen des Gattungs- 
e m,, so ist ihre Gattungsdis- 


bereiches & modulo P vom Rang 


eriminante höchstens durch P”": theilbar. 

Es mag beiläufig bemerkt werden, dass m, = 4+%+--+2, die 
Anzahl der Formen eines Gattungsbereiches angiebt, welche für das Produet 
aller verschiedenen Primdivisoren von P linear unabhängig sind, oder welche 
in dem Sinne modulo P unabhängig sind, dass eine homogene lineare Func- 
tion von ihnen mit rationalen Coeffieienten dann, und nur dann zu einer be- 
liebigen ganzzahligen Potenz erhoben, den Divisor P enthält, wenn alle 
(!oeffieienten durch P theilbar sind. Diese m, Formen bilden also in einem 
weiteren Sinne ein Fundamentalsystem für P, welches bei höheren Unter- 
suchungen besonders aus dem Grunde oft mit Vortheil benutzt werden kann, 
weil die aus ihnen und ihren mm, Conjugirten gebildete Matrix niemals den 
Divisor P enthält. Endlich mag an dieser Stelle nur erwähnt werden, dass 
es mit Benutzung unseres Fundamentalsystemes leicht ist, den Thheiler, wel- 
chen der Modul (D,) mit P gemeinsam hat, in jedem Falle zu bestimmen, 
wenn man nur die Zerlegung von P für die Gattung © vollständig kennt. 


ws" 


Pe ha 


-_— 


a 


- 
> 


u 
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II. 

Die im ersten Theile dieser Arbeit gefundenen Resultate sollen nun 
zur Bestimmung des wesentlichen Thheilers einer aus zwei Gattungen com- 
ponirten dritten Gattung benutzt werden. 

Es seien also ©, und @, zwei beliebige Gattungen von den Ord- 
nungen m und », und es werde angenommen, dass die Ordnung der einen 
sich nicht redueirt, sobald die andere dem Rationalitätsbereiehe adjungirt 
wird. Sind dann: 


127 0. Sm Mm Mzı - ++ Mn 


In 
In 


113 


Fundamentalsysteme für die Gattungen ©, und @,, so bilden die aus jenen 
gebildeten m» Grössen: 


\ 2 dal, 2, ... m‘ 
(8.) Si Nır (' u 2 

für die aus ©, und @, eomponirte Gattung (&,, @,) in der Weise ein voll- 

ständiges System linear unabhängiger Zahlen, dass eine Gleichung: 


11 n 


(9.) = Urs na = 0 


mit rationalen Coefficienten «#, nur dann bestehen kann, wenn sämmtliche 
Coefficienten verschwinden. Man überzeugt sich hiervon sehr leicht, wenn 
man mit (9.) diejenigen » aus ihr sich ergebenden Gleichungen verbindet, 
welche man erhält, indem man zu den » zu @, eonjugirten Gattungen 
übergeht, und dabei beachtet, dass ihre Determinante || nicht verschwindet. 

Indessen folgt hieraus noch keinesweges, dass jene mn Grössen (8.) 
ein Fundamentalsystem bilden, dass sie also auch für einen jeden Primdivisor 
linear unabhängig sind. Dieser Schluss wäre nur dann berechtigt, und 
könnte mit den vorhin benutzten Mitteln bewiesen werden, wenn mindestens 
eine der Diseriminanten 





&, und |.” den betrachteten Divisor gar nicht 
enthielte. Ist jene Voraussetzung erfüllt, so ist es demnach leicht, die Po- 
tenz von P zu bestimmen, welche als wesentlicher Theiler in der Diserimi- 
nante der Gattung (Ö,, @,) auftritt. Nach einem Satze nämlich, den meines 
Wissens zuerst Herr Kronecker in seinen algebraischen Vorlesungen aui- 
gestellt und bewiesen hat, und von dem ich einen anderen elementaren 
Beweis *) gegeben habe, besteht nämlich stets die folgende wichtige 


*) Vgl. eine demnächst erscheinende Notiz „Zur Composition der Determinanten“ 
in den Acta mathematica. 
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Determinantenrelation: 
(10.) Eu Be 


und aus ihr lässt sich demnach jener wesentliche Theiler unmittelbar be- 





> n I... Im nu. 

S.) 1U73 de re 
stimmen. Sind nämlich m, und », beziehungsweise der Rang, den die 
Determinanten |£,! und |n,|, modulo P betrachtet, besitzen, so folgt aus jener 
Nelation, dass P in der Diseriminante des componirten Systems (8.) genau: 


(11) nm—m,)+m(n—n,) = 2mn— nm, — mn, 


\lale enthalten ist, und es müsste daher stets P”” ==") als wesentlicher 
T'heiler in der Gattungsdiseriminante enthalten sein, wenn (8.) für die com- 
ponirte Gattung (®,, @,) stets ein Fundamentalsystem wäre. 

Dass dies aber nicht, wenigstens nicht immer, der Fall ist, lehrt 
schon das folgende einfache Beispiel: 

Es sei p eine beliebige reelle Primzahl, und: 


p—-l= mu = nv 


zwei Zerlegungen von (p—1), in denen m und » keinen gemeinsamen Theiler 
haben. Ferner seien & und @ die beiden Galoisschen Gattungen, welche 
durch die m u-gliedrigen und durch die » v-gliedrigen Perioden der pten 
Einheitswurzeln constituirt werden. Dann folgt aus der Theorie der Kreis- 
theilungsgleiehungen, dass die aus & und @ componirte Gattung von der 
p—1 
N n 


Ordnung mn sein wird; es ist dies nämlich die Gattung der mn - glie- 


drigen Perioden der pten Wurzeln der Einheit. Ferner erkennt man in 
diesem einfachen Falle ohne Schwierigkeit, dass die Diseriminanten jeder 
dieser drei Gattungen, modulo p betrachtet, vom Range Eins sind. Es 
werden also 
m—1l, n—l, mn—1 
die Exponenten der in den drei Gattungsdiseriminanten enthaltenen Potenzen 
von p sein. Bestimmt man aber nach (11.) die höchste Potenz von p, 
welche in der Diseriminante des aus den Fundamentalsystemen von ® und 
( componirten Systems enthalten ist, so ergiebt sich für den Exponenten 
der Werth: 
2mn—n—m = (mm—1)+{(m—1l)(n—1), 

also eine Zahl, welche dann und nur dann mit der vorher gefundenen über- 
einstimmt, wenn & oder @ von der Ordnung Eins ist. Der hier charak- 
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terisirte Fall tritt z. B. schon bei den drei- und viergliedrigen Perioden der 
dreizehnten Wurzeln der Einheit auf. 

Es ist leicht, sich in diesem einfachen Falle Rechenschaft von dem 
Grunde dieser scheinbaren Anomalie zu geben. Die Primzahl p zerfällt 
nämlich hier für & und @ in der folgenden Weise in Primfactoren: 


pcvo P" und p cv IT, 
und die Formen: 


NA SE GERTUETR une : — OETU AMEE | SEICRRREEEEN 7 ana 


bilden, modulo p betrachtet, für & und @ Fundamentalsysteme. Betrachtet 
man jetzt das aus beiden eomponirte System der mn» Formen der Gattung 
(8, @): 

P'. m" + PR Bu ads | 
so erkennt man, dass dasselbe schon aus dem Grunde kein Fundamental- 
system modulo p sein kann, weil einzelne seiner Elemente selbst durch p 
theilbar sind. Es ist nämlich: 


GP I" OJ p" t TIL i > er 


9 

sobald ni+-mk — mn, oder also, sobald die ganzen Zahlen ö, %k der Bedingung: 
genügen, wobei die Werthe ©=0, oder k=0, die hier offenbar nicht in 
Frage kommen, fortgelassen sind. Beachtet man nun, dass einem jeden 
System (i, 4), welches dieser Bedingung genügt, ein anderes nämlich 
(m—i, n—k) entspricht, für welches jene Summe unter Eins liegt, so er- 
kennt man, dass die Anzahl jener Fälle gleich der Hälfte der Anzahl der 
vorhin betrachteten Systeme (i, %k), also gleich 4(m—1)(»—1) sein wird. 


\ 


Denkt man sich jetzt aus diesen Elementen p durch einfache Division ent- 
fernt, so wird man ein neues System von ganzen algebraischen Zahlen er- 
halten, dessen Diseriminante die Primzahl p genau: 


n(m—1)+m(n—1)—-(m—1l)(n—1) = mn—1 
Male, d.h. genau so oft enthält, als dies vorher auf einem anderen Wege 
für die Diseriminante der Gattung (&, @) gefunden wurde. Jenes redueirte 


System ist also hier in der That ein Fundamentalsystem für die componirte 
Gattung (G. @). 
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IM. 


Das hier befolgte Verfahren lässt sich nun auch in dem allgemeinen 
Falle zur Aufstellung eines Fundamentalsystems für die componirte Gattung 
(S,, @,), sowie zur Bestimmung des wesentlichen Theilers ihrer Diserimi- 
nante benutzen. 

Es seien jetzt: 


‘) L 5 . r hai MM 
(12.) s1% Bi Ihm? Ns ae Nm Ii-1,.. 


die Elemente zweier normalen Fundamentalsysteme für die Gattungen ©, 
und @, nebst ihren conjugirten. Sind dann: 


(12°,) 0, Ei A Os O,,; na ı ER OÖ, 
die Exponenten von P, welche aus den Verticalreihen der Diseriminanten 
von ®, und @, herausgehoben werden können, so werden 


Im N 
230, und 2Yo, 
(1 a} 
die Exponenten der in den Diseriminanten von ©, und @, enthaltenen Po- 
tenzen von P sein. Sind also diese Discriminanten |S,, ’, modulo P 


betrachtet, beziehlich vom Range m, und »,, so ergiebt sich hiernach: 








"und In, 


In n 
(13.) 230, =m—-m, 230, =n-—n. 
e=1 k=1 
Bildet man jetzt aus den Elementen jener beiden normalen Funda- 


mentalsysteme das componirte System 
5 m En Pe 
(14.) Sul Pine, a6 ) 


und bestimmt die in ıhrer Diseriminante 





&.7.) enthaltene höchste Potenz 
von P, so ist ihr Exponent nach (11.) 
n(m— m,)+m(n—n,). 
Berücksichtigt man aber andererseits, dass aus der durch den Index (i, k) 
charakterisirten Verticalreihe der Determinante von |$,,.n.| offenbar der Factor 
0;+1 £ i x 

P'* Jerausgehoben werden kann, so erkennt man, dass der Exponent 
derjenigen Potenz von P, welche sich auf diese Weise aus der Diseriminante 
heraushebt, gleich: 


m n 
Be 


25 5 (0,+0,) = 2[n&o,+mX&o,]| = n(m—m,)+m(n—n,), 
i=1k-1 


7 


d. h. gleich dem Exponenten der überhaupt in ihr auftretenden Potenz 
von P ist. 


ee eur ag r—ı—papa m Aa 


- 
[.’ 


de 
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Es ist also jenes componirte System (14.) ein System unabhängiger 
Formen, dessen Diseriminante so beschaffen ist, dass der Divisor P aus 
seinen Verticalreihen so oft herausgehoben werden kann, als er überhaupt 
auftritt. Wären die Exponenten (g,+0,) jener Potenzen lauter echte Brüche, 
wären also alle Zahlen e,+0, kleiner als Eins, so wäre jenes System 
(14.) ein normales Fundamentalsystem für die eomponirte Gattung (Ö,, @,). 
Man kann aber aus diesem Systeme ein anderes herleiten, bei welchem 
auch noch jene dritte Forderung erfüllt ist. Bedeutet nämlich [e,-+-0,] die 
grösste in dem Bruche (o,+0,) enthaltene ganze Zahl, d. h. in diesem Falle 
Null oder Eins, jenachdem (e,+0,) kleiner ist als Eins oder nicht, so er- 
kennt man sofort, dass das System: 

.. Ein 
(15.) - 1 A 
die beiden vorher charakterisirten Eigenschaften des Systemes (14.) besitzt, 
da ja seine Elemente nur durch rationale Grössen dividirt sind; zugleich 
wird aber der Exponent derjenigen Potenz von P, welcher aus einer be- 
liebigen durch die Indexcombination (i, k) charakterisirten Verticalreihe der 
Diseriminante von (15.) heraustritt: 


(16.) (0,+0)-le,+0;], 
oder also ein echter Bruch. Nach dem am Ende der ersten Abtheilune 
dieser Arbeit abgeleiteten Satze bilden die Formen (15.) also ein normales 
Fundamentalsystem, und man erhält den Satz: 
Sind: 

Br ee a ‚Ua POREEBERENEE 7 
normale Fundamentalsysteme zweier Gattungen mter und »ter Ord- 
nung G, und @, für einen beliebigen Primdivisor P, und sind 


Bu ar A rn 


v2) w /n 
die Exponenten der aus den Verticalreihen ihrer Diseriminanten 
sich heraushebenden Potenzen von P, so ist das System: 


peit% \r od 


ein normales Fundamentalsystem für die aus ®, und @, eomponirte 
Gattung (®,, @,), wenn [e,+0,] die grösste ganze Zahl bedeutet, 
welche in (o,+0,) enthalten ist. 
Jetzt kann endlich mit Leichtigkeit die Potenz von P bestimmt wer- 
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den, welche als wesentlicher Theiler in der Diseriminante der eomponirten 
Gattung (®,,@,) enthalten ist. Ist nämlich der Rang der Diseriminante 
des Systems (15.) für den Modul P gleich «, so ist nach den Resultaten 
des ersten Thheiles dieser Arbeit (m»— u) der Exponent jener Potenz von P. 
ı)a aber das vorher aufgestellte Fundamentalsystem für die Gattung (G,, @,) 
ein normales ist, so erkennt man sofort, dass der Rang u der Diseriminante 
gleich der Anzahl ihrer Verticalreihen ist, aus denen sich P gar nicht heraus- 
heben lässt, da die aus ihnen gebildete Matrix modulo P primitiv, jede 
höhere aber nieht mehr primitiv ist. Mit Berücksichtigung von (16.) ergiebt 
sich also die Zahl « gleich der Anzahl der Lösungen der Gleichungen: 


(17)  0:+0, = [0:+0,] Kekramg, 
Es seien nun: 
PcoP}P%...P" und Pelz... II 
die Zerlegungen des rationalen Divisors P in seine irreduetiblen Primdivi- 
soren für die Gattungen ©, und @, und: 


Ay Ary re» Zu ki. 42, 


h; 

die Ordnungszahlen jener einzelnen Primdivisoren. Es mögen dann 2 und 
, bezw. Ö und & die Ordnungs- bezw. Gradzahlen je eines Divisors der 
beiden Reihen bezeichnen. Betrachtet man dann zunächst nur diejenige 
Matrix der Diseriminante, bei welcher jene beiden Divisoren auftreten, so sind 


b a=0,1,... d—1\ 
und ( u 


d 
Ö beü,1,...e 
diejenigen echten Brüche, welche in (17.) an die Stelle von o, und o, zu setzen 
sind, und die Ergebnisse des ersten Paragraphen lehren, dass eine jede Com- 
bination (a, b) gleich oft, nämlich genau #4 Male vorkommt. Jene Glei- 


chung verwandelt sieh daher in: 
a. °. ‚5b | 
is > bonn ” er m = 
Ö € ) € 


(17°)  as+bd=0 (mod. d.e) et ae" 


b=U 1, .. el 


oder in 


Ist nun d= (d,e) der grösste gemeinsame Theiler von d und e und: 
Vedd und 
so ergiebt sich aus der Uongruenz (17°): 


a=da, b=&Pß 


Zr TRETEN ARTEN 


EEE EEE er 


BE Er Inne 


m 


ur 
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wo « und 5 ganze Zahlen sind, welche der Bedingung 
o+P=0 (mod.d (a, 8=0, 1,... d-1) 


genügen müssen. Die Anzahl der Lösungen dieser Congruenz ist aber 
offenbar d= (d, e), also ist #4(d, e) die Anzahl der Lösungen von (17“.). 
Hieraus ergiebt sich also, wenn man eine jede Divisoreneombination (P,/I) 


in der hier angegebenen Weise betrachtet, für den Rang « der Deter- 


18 
minante |$,.n„| der Ausdruck: 
h k 
nm 2 .23.2.(0, 8) 
r=lı=1l 
und für den Exponenten (mr — u) der in der Gattungsdiseriminante enthaltenen 
Potenz von P: 


(18) mn—-Zzi(l,8) = 310,8 —(d),, &)|, 


r.,8 


wenn man noch die Gleichungen: 


m= 04 +20, ehrt the 


berücksichtigt. Man erhält also das folgende Schlussresultat: 
Sind ©, und @, zwei Gattungen mter und »ter Ordnung, (G,, @, 
die aus ihnen componirte Gattung von der (mn»)ten Ordnung, sind 
ferner: 
PouP>... 0 und Pco Me... 


die Zerlegungen eines beliebigen rationalen Primdivisors P in seine 
Primfaetoren innerhalb ©, und @,, und sind endlich: 
N BE 


die Ordnungszahlen jener Divisoren, so sind: 


h h 
R . \ \ 
m— 37, = 3,.(0,—1). 
K 1 r 1 
k k 
n— 1, = Zi (s—l), 
5 l s 1 
h k h k 
u ap" . f \ \ x . - ( \ FEN N\ } 
mn — > En,.1.(0,, .) = 2 52,110, —(Ö), €,)) 
v1 =] r=1s=1 


die Exponenten derjenigen Potenzen von P, welche als wesent- 
liche 'T'heiler in den Diseriminanten der Gattungen &,, @, und 
($,, @) enthalten sind. 


Als specielle Fälle dieses allgemeinen Satzes mögen die folgenden 


hervorgehoben werden: 


44* 
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1. Sind alle Exponenten &, ... & gleich Eins, ist also P in der Dis- 
eriminante von @, überhaupt nicht enthalten, so tritt ? in der Discriminante 
von (,, @,) 


(m—m,)n 


Male auf, und man erkennt sofort, dass nur unter dieser Voraussetzung oder 
der entsprechenden für ©, die in (&,, @,) enthaltene Potenz von P gleich 
(m—m,)n-+(n—n,)m]| ist. 

2. Sind alle Exponenten d,,... d, allen Exponenten &,, .... & theiler- 
fremd, sind also alle Zahlen (d,,,&,) gleich Eins, so ist P in der Gattungs- 
discriminante von (®,, @,) 


mn— 22%), = mn—m,n, 


Male enthalten, wenn m, und z,, wie überall in dieser Arbeit, den Rang der 
Diseriminanten von ©, und @, modulo P bedeuten. 











Bemerkungen über die Darstellung von Reihen 
durch Integrale. 


(Fortsetzung des auf S. 157 bis 159 abgedruckten Aufsatzes.) 


(Von L. Kronecker.) 


Auch die Integration der Function ncotznf(z) längs zweier der 
Ördinatenaxe parallelen Linien ergiebt, wie oben in der Gleichung (B. 
die Integration längs zweier der Abseissenaxe parallelen Linien, eine Dar- 
stellung von Reihen durch Integrale. Aber die beiden Darstellungen sind 
von wesentlich verschiedener Art. 

Um die andere Darstellungsweise auseinanderzusetzen, bezeichne ich 
mit x,, x, zwei beliebige Abseissenwerthe, mit y,, 9, zwei positive Ordinaten- 
werthe und nehme an, dass z,<r, und y,<Zy, sei. Ich nehme ferner 
an, dass das hechteek mit den Eckpunkten: 


(zu, Yı), (Xu; —ı); (2, —Yı), (@,, Y,) 


innerhalb der „natürlichen Begrenzung“ des Integrationsbereichs der Funetion 
f(z) liegt, so dass gemäss der Bedeutung, in welcher ich diesen Ausdruck 
eingeführt habe *), das längs jenes Rechtecks erstreckte Integral /f(z)dz 


gleich Null wird. Dies vorausgeschickt, ist: 


1 j N 
(E.) = f(k) = 3; reotsnf(s)ds, 


wenn die Summation links auf alle zwischen x, und x, liegenden ganzen 

Zahlen k und die Integration rechts in folgender Weise erstreckt wird: 
von (X, Yy,) bis (X, Y,) in gerader Linie, von (x, y,) über (z,+-Y., 0) 
hinweg im Halbkreise bis (z,, —y,), von (Xu, —Yı) bis (2, —Yı), von 


*) „Ueber Systeme von Functionen mehrer Variabeln“ art. XII. (Monatsbericht der 
Berliner Akademie der Wissenschaften vom März 1869.) 
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(u, —yı) bis (2, —yı), von (2, —Yy,) bis (2, —Yy,) in gerader Linie, 
von (21, — Yu) über (2,—y., 0) hinweg im Halbkreise bis (z,, y,), von 
(7, Yu) bis (2, 9,), von (x, yı) bis (2. 9y,) in gerader Linie. 
Dabei ist noch vorausgesetzt, dass weder zwischen x, und z,-+9,, noch 
zwischen z=,—y, und x, eine ganze Zahl liege. 

Mit abnehmendem y, nähert sich, wenn x, eine ganze Zahl ist, das 
Resultat der Integration über den ersteren Halbkreis dem Werthe 4f(x,), 
andernfalls der Null. Ebenso ergiebt dann die Integration über den letzteren 
Halbkreis den Werth 4f(z,) oder Null, je nachdem z, eine ganze Zahl ist 
oder nicht. Es wird daher: 


‚vo er ri ’ 1 : ’ 
(E) 1 sE&feh)- .. Eh) u = /neotznf(z)da, 


(2,= k- 2; ex) 





wenn die Integration rechts nur über die oben angegebenen sechs geraden 
Linien erstreckt und dann y, der Null genähert wird. 

Der Ausdruck auf der reehten Seite der Gleichung (E’.) kann in 
folgender Weise dargestellt werden: 


„Y 


(F.) 4 / Zeicot(a+.y)afctyi)de— 4 ‚lim [Ze "eotlz,+eyö)afz,teyi)dy, 


P4 
Y, =. u U,€ 
(a == P), 1: == +1, y 


und es resultirt daher, wenn: 
2 
(@,.) lim [ Zecot(a+eyi)afcteyi)de = 0 (e= +1, —1) 
za", € 
ist. die Summenformel: 


(G) 4 se fh) fl f(k‘) -1 / =) cot(z,+eyi)nflz,+ eyi)dy. 


GO, 


<_r) (.=0,1; e=+H1, —ı) 


a en 


Bezeichnet man zur Abkürzung den ersten Theil des Ausdrucks (F.) mit P, 


so 18t; 


2, flir+eyi)de » 
En J = I 5 Ahle e=+1,—1), 


wo die Integration in Beziehung auf z oder z-+yi in gerader Linie von 
(2, 9,) nach (z,,y,) und von (z,,—y,) nach (x,,—yı) zu erstrecken ist. 
Die Integration in gerader Linie von (z,,&y,) nach (z,,&y,) kann aber nach 
dem Cauchyschen 'Theorem dureh die Integration in geraden Linien von 


a a ER N RE PLTEENER 


ABS 


KERLE Ra en ch Re 


BE 


 . .- 


. .- 


OR 


a 


a RA NE 


a? 


KFRETE 
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(2, &y,) nach (x, &y,), von da nach (z,,ey,) und von da nach (z,,&y,) er- 
setzt werden, und wenn dies sowohl für e=+1 als auch für <= —1 ge: 
schieht, so wird P gleich: 
“2 ‚fx+ ey - £ \a sl 
/ 2 u -+- sm, =f r-+ey,i)de— uf 2 (1, eflxu + eyi)dy. 


(.=0, 1; = +1, —1) 


Setzt man diesen Ausdruck in (F.) an Stelle von: 


; 
u . " f > q “\ 7 
| / Zeicot z+Eeyi)nflc+ ey,t) )d.r ( 


ein, so verwandelt sich derselbe in folgenden: 
n. > r„+eyi)dı . = (zs+.yi)de 
(F') tim [2 ee | im [2 Ef(a+eyi)de+ [2 [et 


Uu—ergi)n — e:! )a__] 
your 


und durch dieses Aggregat von Integralen findet sich also der Werth der 
Summe: 
LE fCh)- H4E/CK) an 
dargestellt. 
Hieraus resultirt erstens unter der Voraussetzune, dass: 


oO 


(H,.) Im / B> Ne Du u 0 


eri)rn . 


ist, die Summenformel: 


j | B r„t eyi)dı 
(H.) 3EfCh)+4L/CK) = ur ri Dre ha nr , + lim 2 + ey,i)de, 
(<< k< x: u x.) een -1, —1) 


welche, wenn limf(x-+yi) = f(x) ist, in folgender einfacheren Weise dar- 


yı) 


gestellt werden kann: 


EB +IEIK)- / "flo)dr 
(H'.) I ck; u —_k<z) | 
fh f(z, + yt) u fa,—yi) r? f(x, + yi) 4 fx, —yi) }ı 


! ev zn] er e’wtzs)n__] el ti) nt l e’ tz) _ | \ dy. 





und welche, wenn überdies x, und x, ganze ‚ beziehungsweise mit m und n 
zu bezeichnende Zahlen sind, die noch etschere (sestalt annimmt: 
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IOELIGERVEL EEE EEE Er Er DE Er f()dr 
(H") 





= if mg) Fat) 


Wenn zweitens der Werth von y, demjenigen von y, genähert wird, 
so dass der erste der drei Theile des Ausdrucks (F’.) gleich Null wird, so 
ergiebt sich die Summenformel: 

, ‚ Ki c+eyi)de 

K) GEIBHIEIO-S Naddr = Nm En 

= Y= 0* 


(m <Tk< ee)“ Ag e<_x,) 


vorausgesetzt, dass wie oben limf(z+yi) = f(x) ist. 


Yy= —) 


Einige Anwendungen der obigen Summenformeln. 


Um eine Anwendung von der Summenformel (@.) zu geben, nehme ich: 
Ver’’ni 


f ” — 
f(:) 1-+e’:": )) 


wo e eine reelle Grösse bedeutet. Die Bedingungsgleichung (@,.) wird 
alsdann: 


! 2 ee lac+en)’nmi 
lim Ie / 
U==0D € “ 
" Xo 


ern de = 0 @=+1,-1), 


und da der absolute Werth der Function unter dem Integralzeichen kleiner 
ist als: 
ge -IE0’rUyTT 


ae - = +l, —l 
1— ee? U (e + ), 


so ist die Bedingungsgleichung erfüllt, sobald: 
| 


(0) u 7 2 
y u, 


ist. Unter dieser Voraussetzung wird also gemäss der Formel (@.): 


(74 + eyi)’o’ıri 


L) IE 42 - -; N z(-1— 9, 


= ea tenni_ 
(v—h<r; n__kI-2) (@=V,1; e= +1, —ı) 
und der Ausdruck auf der rechten Seite kann auch in folgender Weise 
dargestellt werden: 
E(_ 1). Tai - cos2(v°r„—l)yri—e vr. _ cos2r’r,yrri eidg (a=0,1), 


cos Zyni— cos2r,rt 
0 





BE prnne 2.2 —er > yamaha zen ac 


a ae 

















A 


u 





rn 
Ga 
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* ”. 1 * . 
Nimmt man jetzt z,=0 und z, = „a, 80 wird dieser Ausdruck 


Tri 


00 e -2’y? "dy 


In 
u. cos2ymi— 008 — 
® 


BER... x -= > 
. 2 - y?rıi 2 . an 
i(l+e ") / e”’"dy+e ° / | . —, 
0 


2 
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gleich: 


und wenn man hierin für das erste Integral seinen bekannten Werth einsetzt, 


. . . . . u 
im zweiten aber die Substitution y = — 


Formel (L.) in folgende: 


anbringt, so verwandelt sich die 


ni 7ti M) rn a : 
ine oo et Gab u  ° . euwns du 
! In? k? ri r | a y 
L) Ze" ı 3er" = ——(l+e °)+2sin—-- - u. 
' \ / „2 4 .) .) 
h k ® Ü ) P zum un 
0 cos - —- 6085 - 
(<<; 0 <H) | ä 
- un u a 


wo » die positive Quadratwurzel von »’ bedeutet. 
.) 
Ist » eine positive ganze Zahl, und setzt man v?’ = —, 


n 
aus der Formel (L‘.) unmittelbar die Werthbestimmung der 


Reihen: 
2h’ri 2k’ni 4 1 
- ee i+i _Nn 
se" +3e | . 
h k i+] r 


(U< Be In; 0° in) 


so resultirt 


Gausssehen 


h ı_m Fin 
Setzt man ferner ®' = —, wo m und » positive ganze Zahlen bedeuten, so 


kommt: 
/ m | mh ’ni mk?rri 
| \ k | | P> e n + Bo: e n ( ()« h« 
n |ı\n k 
(L’.) _nmi Inn ui e-enri du 


= et" (l+e ” )-+sin 


m 





al 
cos>2u ti | — 08 
m 


und also, wenn m = 4 und » ungerade ist: 


1 4k’rri nTri 

=. ut ine u 5 
2 al we n Be Lei" (1-+e 4 )+ er ri 
1 n| k . 
( 4n< k<4n) 


Hieraus ergeben sich die bemerkenswerthen Formeln: 





m 


Inn 


- M ewni du 


euriYn +e ume'Vn 


4 n / ? 


’n 
or — 
r+% n n+1 2n+]1 n 4k? 
/ ——— dt = (cos 71-0608 — -n) n +2 NY sin ( —— Vor 
sun costni 35% 4 ni k 
(M.) ? 
sin 





4 





k 





*) Vgl. meine auf S. 267 abgedruckte Notiz. 
Journal für Mathematik Bd. CV. Heft 4. 45 


+“ n ( . n+1 ._ 2n+1 — n 4k? 
— dd = (sa — - a+sin — zn )Yie —2 5e ( __— ) 
/ man dt sın + sin 1 1) Y\n—?2 $cos 1, 


4 n 
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in denen sich die Summation rechts auf alle ganzzahligen zwischen —4n 
und +4» liegenden Werthe von k bezieht und die Zahl » als ungerade vor- 
ausgesetzt ist. 

Um die mit (H.) bezeichnete Summenformel anzuwenden, nehme ich: 

f(z) u ervani 
und hierbei für » eine complexe Grösse, deren reeller Theil seinem abso- 
luten Werthe nach kleiner als 1 ist. Die Bedingungsgleichung (H,.) ist 
alsdann erfüllt, und es wird also gemäss der Formel (H.): 
Abtei. 
N) Eee SEN a 


(<< k<a; x,“ e<—_ x) 


Der erste Theil des Ausdrucks auf der rechten Seite verwandelt sich, wenn 
man unter dem Integral- und Summenzeichen nach Potenzen von e””" ent- 
wickelt, in folgenden: 


ii ns SEE 20 = — Ah+we)(v—er,i)n 
211m 2U- 1)° e 2 e dy (.=0,1; e=+1,—1), 
n—n A,e h=1 


V 


welcher ferner, wenn die Integration ausgeführt wird, in 


1 hin „(wthe)e „ti Pd. „Tri 
lim 2(-1)* 2 - 3(—-1) 
— im FE (— —_ _ 3(— 1), 
Ini N—R As | w-+-.he ar a 


übergeht. Die Gleichung (N.) nimmt hiernach, wenn w von Null verschieden 
ist, folgende einfache Gestalt an: 
h=+n e?lw+ Be Se zn 


| 1 
{NT \ 1 ei 4A) L 5 y e’ Zwk’ni __ Rec E lım P3 27 
i a i Y , k — 
a d 2 k k’ >rti n—m Fe z=——n w -+-h 





in welcher sie offenbar eine Darstellung der unendlichen Reihen: 

: h=4 n e?(lw+h)eni 

lim $° 

20 hz—n w-+h 
in endlicher Form liefert. Dabei ist zu bemerken, dass die Gleichung (N‘.) 
zwar unter der Voraussetzung, dass © von Null verschieden sei und dass 
der reelle Theil von » zwischen —l und +1 liege, abgeleitet worden ist, 
aber da die Ausdrücke auf beiden Seiten der Gleichung ungeändert bleiben, 
wenn ©-++-1 an Stelle von ww gesetzt wird, so folgt, dass die Gleichung (N'.) 
für alle eomplexen Werthe von w, nur reelle ganzzahlige ausgenommen, 
gültig ist. 

Setzt man in der Formel (N'.) @,=0 und lässt dann den Index von 

x, fort, so wird der Ausdruck auf der rechten Seite: 
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1 ji h=+n o2(lw+h)eni 
icotwn -— 1m 
2 24 ZU =, w+h 

und die Formel (N'.) geht alsdann, wenn x nicht einen ganzen ganzzahligen 


Werth hat, in folgende über: 


eulz]ri h=+n eo!(lw+h)eni 


eye = m 3 


j— e uni nn +h 
wo [x] in üblicher Weise die grösste ganze Zahl bedeutet, welche kleiner 
als x ist. Diese Formel stimmt vollständig mit derjenigen überein, welche 
oben (S. 157) mit (A.) bezeichnet ist; sie wird mit derselben identisch, wenn 
man z—|z]=e und —i an Stelle von ö setzt. 
Die erwähnte Formel (A.): 
| Imierruni k—+n erkeni 


eruni__] 


= lim 5 Wr) 
a n w—k 


welche ich mehrfach angewendet habe, und welche Herr Lipschitz bei Ge- 
legenheit seiner Untersuchungen über die allgemeinere Reihe: 


k=+n p2keni 
+ e 


lim > 
n—a i=—n (w—k)° 


entwickelt hat, kommt, wie ich erst jetzt bemerkt habe, schon früher in der 
Literatur vor. Die von Herrn Schlömilch in seinem Aufsatz: „Developpement 
de deux formules sommatoires“ benutzten beiden Gleichungen *): 


k- rn tci skr e\ r—r)t N e ( T ce)! 





lim RB; — = NT: | (> >o), 
n .. k n k“ 5 e P 6er e 1 
(P.) an E En 
B +” ksinke ent _e-In-2) 
im 5 —— = n- z i FREIEN 
nn k=—n k +1 et _eo— 
führen, wenn man sie addirt und = 2er, t= —wi setzt. unmittelbar zu 


jener Formel (A.). Freilich erscheint hierbei der Geltungsbereich der For- 
mel (A.) zu eng; denn » wird dabei als zwischen 0 und 4 liegend und, 
da in dem ciıtirten Aufsatze £ eine reelle Grösse bedeutet, w als rein 
imaginär angenommen; aber die allgemeinere Gültigkeit der Formel (A. 
ist eine Folge jener speciellen. 

Herr Schlömilch bezeichnet a. a. O. die angeführten Gleichungen als 
„bekannte Formeln“; und sie finden sich in der That schon bei Cauehy, 
nach einer gelegentlichen Bemerkung von Dirichlet **) auch schon bei Euler. 


Auf 8. 367 seiner Exereices de Mathe@matiques von 1827 (Seconde annde) 


*) Bd. ALII dieses Journals, S. 130. 


KEN 


) Dieses Journal, Bd. XXIV, S. 365 und @. Lejeune Dirichlets Werke, Bd. I, S. 612. 
45* 
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entwickelt Cauchy in den zwei Gleichungen (126.) und (127.) e‘” einerseits 
nach eosinus und andrerseits nach sinus ganzer Vielfacher von x. Nun 
stellt, wie gleich im Anfange dieses Aufsatzes S. 157 gezeigt worden ist, 
die Formel (A.) nichts Anderes dar als die Entwickelung von e” nach 
eosinus und sinus ganzer Vielfacher von x; aber auch aus jenen beiden 
Cauchyschen Gleichungen resultirt die Formel (A.) fast unmittelbar. Addirt 
man sie nämlich und setzt s= 2wi, e= vn, so kommt: 


(Q.) ) ip weni Iwrti 1 P) u. } 2erri 1 b BEER 

i In a (er —— er et Ye 

\ ( ) k 2w—2k + r ) k 2w—2k—1 
= +1, +2, 33...) 


Wenn man ferner eine der beiden Cauchyschen Gleichungen von der andern 
subtrahirt und s= —2wi, 2 = vr setzt, so ergiebt sich eine Relation, welche 
zeigt, dass die beiden Theile auf der rechten Seite der Gleichung (Q.) ein- 
ander gleich sind, und hieraus folgt offenbar jene Formel (A.). 
Nimmt man in der oben mit (N.) bezeichneten Gleichung w = 0, so 
erhält man: 
2 sin2hr, n—sin2hx,n 


Lt B 3 wr Dr rear 
h=1 Ist 


als einheitlichen Ausdruck für die Anzahl aller in dem Intervalle (x,, ®,) 
liegenden ganzen Zahlen, vorausgesetzt, dass man jede etwa in einer der 


Grenzen des Intervalls liegende ganze Zahl als nur einhalb mal vorkommend 


rechnet. 


Literarische Notizen über obige Summenformeln. 


Die Summenformel (E’.), welche die Grundlage der vorstehenden 
Entwickelungen bildet, geht unmittelbar aus einer allgemeinen Cauchyschen 
Formel hervor. ‚Man braucht nämlich nur in jener Gleichung, welche auf 
S. 98 der Exereices de Math@matiques vom Jahre 1826 mit (11.) bezeichnet 
ist, an Stelle von f(z-+yi) das Produet: 

eot(z-+yd)r.f(c+ yi) 
zu setzen, um sogleich die obige Summenformel (E'.) zu erhalten. 
Die Summenformel (@.) geht, wenn: 
u=0, 1=&, cosarıflz)= plz) 


gesetzt wird, in folgende über: 


2 e sineyri 


k=% - } 
@) OHE- Den = EN un, 
U . 
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welche sich schon in einer Abelschen Abhandlung vom Jahre 1823 (Bd. I, 
S. 27 der zweiten Ausgabe von Abels Werken) findet *). Doch ist a. a. O. 
die Bedingung: 
— lim [z ra twDd +ilim (x: yr4 an = (0 a iii 
zen & sin(z, + eyi)rı aa, e Sin(z+eyt)n 
an welche die Gültigkeit der Gleichung (@’.) gemäss den obigen Entwiekelun- 
gen geknüpft ist, nicht angegeben. 

Die beiden Summenformeln, welche Herr Sehlömileh in dem schon 
eitirten Aufsatze hergeleitet hat**), gehen aus jener Abelschen Formel (@. 
hervor, wenn man für g(z) beziehungsweise: 

cos(e+n)2.f(2), sin(e-+n)z.f(2) 
setzt. Herr Schlömilch hat aber Gültigkeitsbedingungen hinzugefügt, welche 
freilich enger als die oben angegebenen sind. 

Nimmt man in der mit (H.) bezeichneten Summenformel für x, eine 
ganze Zahl und setzt: 


F'oe—hz,+hz2)=f(z2), ev—hxz,+hz, = v,, 


wo h und ve beliebige Grössen bedeuten, so erhält man, je nachdem der 
Werth von x, ganzzahlig ist oder nicht, für die erste oder die zweite der 
beiden Summen: 


IF(o)+S&F(e—hk), ZF(o—hk 


K 


einen Ausdruck P(v)+ (vo), in welchem: 


F 2 > I 1 EL. z dı 
D (v) — IF (v)+ 7 / F (®) dv “ 7 / > € F ® 7 eh yı x (£ + 1 1), 
. a m £ \ “ ’e‘ u 
en U 
”. D, * * 
und, wenn zur Abkürzung 3 = -* +syi gesetzt wird: 
h . oO 
vB y-x F(hz)dz 
3 .\ — Sy £ 
7 \®) yo / _ ( © ’ 
, * 2(2-)n 
Ama e \ rt PEEE 


ist. Für das Aggregat P(o)+ (vo) besteht daher die Relation: 


Jo 4 ur N. ai Pf a\ 
Peo+h)—-Plov)+FPle+h)— Pe) = Fe), 
*) Der betreffende letzte Theil der citirten Abhandlung fehlt in der ersten Ausgabe 
von Abels Werken. Die Formel kommt übrigens auch in einer Abelschen Abhandlung vom 
Jahre 1825 auf S. 50 des zweiten Bandes der ersten Ausgabe vor, jedoch nur als ein „viel- 
leicht einem Abelschen Manuscript entnommener Zusatz des Herausgebers Holmboe“. Vel. 
die Bemerkung auf S. 291 des zweiten Bandes der zweiten Ausgabe. 
**) Vgl. die Formeln (12.) und (13.) auf S. 130 des 42sten Bandes dieses Journals. 


ie; 
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und da offenbar ?(e+h) = P(e) ist, so genügt P(v) der Differenzengleichung: 
DP(e+M)—-Ple) = Fv). 
Wird demgemäss ?(v), als summatorische Function von F(v), in üb- 
licher Weise durch &,F(e) bezeichnet, so ist diese, abgesehen von einer Con- 
stanten, durch die Gleichung: 


eu r 
Z,F(0) = —YFlo)+/ Flo)do+ [ZeRlotehy)z®— en 
0 
bestimmt. Dieses Resultat findet sich schon in einer 1820 im 25. Bande 
der „Memorie della reale Accademia delle scienze di Torino“ erschienenen 
Abhandlung von Plana, welche den Titel hat: „Note sur une nouvelle ex- 
pression analytique des nombres Bernoxlliens, propre & exprimer en termes 
finis la formule generale pour la sommation des suites“ *). Dasselbe Re- 
sultat findet sich ferner in einer 1823 von Abel publieirten Abhandlung mit 
der Bemerkung: „Cette expression de liintögrale finie d’une fonetion quel- 
conque me parait tres remarquable, et je ne crois pas quelle ait &t& trouvde 
auparavant“ **). Es scheint mir deshalb von Interesse, dass sich oben das 
Cauchysche 'Theorem als die unmittelbare allgemeine Quelle aller dieser 
Resultate erwiesen hat, und da dieses Theorem nur in seiner ursprünglichen 
einfachsten Fassung, in welcher es schon in der Abhandlung vom Jahre 
1814 „Me&moire sur les integrales definies“ vorkommt, bei der Ableitung 
jener Resultate gebraucht wird ***), so zeigt sich, dass Cauchy schon lange, 
bevor Plana und Abel aus der Eulerschen Summenformel ihre erwähnten 
Resultate abgeleitet haben, im Besitze der naturgemässen Hülfsmittel zu 
deren Erlangung gewesen ist. 

”) Die bezügliche Formel steht a. a. O. auf S. 407 und ist mit («.) bezeichnet. 
Herr Bertrand hat darauf hingewiesen, dass diese Formel vor Abel von Plana entwickelt 
worden ist (S. 290 des II. Bandes der zweiten Ausgabe von Abels Werken). 

“*) Bd. II, S. 227 der ersten und Bd. I, S. 23 der zweiten Ausgabe von Abels 
Werken. Auf die angeführte Stelle der ersten Ausgabe hat mich Herr Lipschitz, als ich 
ihm meine im Ill. Heft abgedruckten Bemerkungen mittheilte, aufmerksam gemacht und 
dadurch zur obigen Fortsetzung jener Bemerkungen angeregt. 

***) ]n jener ursprünglichen Fassung besagt das Cauchysche Theorem nur, dass 
/i@+ yi)d(z+yi) = UV ist, wenn die Integration längs der vier Seiten eines innerhalb 


der natürlichen Begrenzung liegenden Rechtecks erstreckt wird; das allgemeinere Cauchysche 
Theorem kann aber aus diesem specielleren erschlossen werden. (Vgl. meine Notiz „Ueber 
den Cauchyschen Satz“ im Stück XAXXVIII des Jahrgangs 1855 der Sitzungsberichte der 
Berliner Akademie der Wissenschaften.) 
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Ueber eine Maximalaufgabe zur angeblichen Drei- 
theilung eines Winkels von Averdieck. 


(Von Herrn E. Lampe.) 


In Programme des Gymnasiums zu Coesfeld vom Jahre 1886 theilt Hr. Schwering 

die folgende, vom verstorbenen Volksschullehrer Averdieck angegebene Construction zuı 
Dreitheilung eines Winkels mit. Um den Scheitelpunkt € des zu theilenden Winkels 
beschreibe man mit beliebigem Radius einen 
Kreisbogen, der die Schenkel in A und B 
treffe. Man ziehe die Sehne AB, ferner Ph 
das Loth CF von C auf AB. Auf dem Y 
Kreisbogen AB nehme man D beliebig an, Ä E 
ziehe CD, DF, AD. Ein Kreisbogen um | 
A mit AD als Radius schneide CD in E 0\K 
(also AD = AE); die Parallele durch E zu 
DF trefie AB in K; dann soll AN die R\ 4er 
zum Drittel des Winkels ACB als Centri- c 
winkel gehörige Sehne sein. 
Die Construction, besonders wenn sie den Punkt D in passender, noch näher zu 
bezeichnender Lage verwendet, liefert überraschend genaue Lösungen und verdient daher 
in weiteren Kreisen bekannt zu werden. Hr. Schwering zeigt, dass die Construction für 
zwei unten angegebene Werthe von 2 genau ist, lässt jedoch die Frage nach dem grössten 
Betrage der Abweichung offen und bestimmt diesen Betrag nur angenähert für den Fall, 
dass der Winkel ACB= 4a ist. Um diese Maximalaufgabe zu lösen, wiederholen wir, 
zum Theil in anderer Weise, die von Hrn. Schwering angestellten Rechnungen. 

Man setze ZACB=«a, ZLACD=P, AC=r; dann ist Al = AO+OKR 
— AF-OF+OK und OK:OE= OF:OD, mithin 


OE.OF OF.DE 
AK = AF—-OF+ -—— — = AF— 
r OD OD 
Hieraus findet man leicht; 
I cosliesinfia-—- A\sini? 
h 2 cosdesin(4a-—- P)sindß ı 
1): er sin }a = 1 —, —(. 
sın 3(@—P) 

Wenn AK die zum Centriwinkel 4« gehörige Sehne ist, so muss AK = 2rsinte sein. 


Setzt man diesen Werth in (1.) ein und ersetzt sind«& noch durch 3sin4@« —4sin’}e, so folgt 


6 
sind Asin(4e — f) 
. 3 um — 3. r 
(2.) 4tgle = z 
' sınz(@ -D) 


Die Lösung dieser Gleichung nach 5 bewirkt Hr. Schwering durch einen eleganten Kunst- 
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griff. In elementarer Weise kann man wie folgt verfahren. Man erkennt sofort, dass 
= 4a eine Lösung von (2.) ist; daher werde $—=4«— x gesetzt, so erhält man durch 
weitere Umrechnung schliesslich: 
(3.) sinz(ine—4tgtle) = 0. 
Ein richtiges Resultat fliesst also aus der Construction, a) wenn 2=0, d.h. f=!Ha, 
b) wenn f der Gleichung genügt: 
(3) sin(e—ß) = Htgta. 
Ist @ kein grosser Winkel (z. B. nicht grösser als 4), so erhält man aus (3“.) eine an- 
genäherte Lösung durch Vertauschung des Sinus und der Tangente mit den bez. Bogen, also 
ta— = „a, d.h. $=4e. Da nun }a leicht zu zeichnen ist, so erhält man aus 8 = la 
eine nahezu genaue Lösung der Aufgabe. liegt # zwischen 4@ und dem in der Nähe 
von t« befindlichen, aus (3°) folgenden Werthe, so weicht der construirte Winkel von 
4« um einen Betrag ab, dessen Maximum in der Nähe von # = $(4«e+4e) = „za liegt. 
Zur Bestimmung des Maximums der Abweichung betrachte man in (1.) AK=y 
als Function von 5 und suche den grössten oder kleinsten Werth von y. Zwischen 


= 4e und $# = te ist AK nämlich nahezu constant (gleich 2rsint«). Differentiirt 
man y nach /, so findet sich nach einigen Vereinfachungen: 
dy COS: y@ 
2 
— sin’ sind(a sind(@«—3 
rdß sin’L(@— r\ 3P- +( ß) 3( P)) 


Ist im Falle eines extremen Werthes von y das Differential dy = 0, so muss die in den 
geschweiften Klammern enthaltene Differenz verschwinden. Durch Umrechnung derselben 
folgt die biquadratische Gleichung für tg4f: 

(4)  (1+ cos’4e)tg'415—2sinatg’4#+(1—3cosa)tg’4f+2sinatg4f—sin’Jae — 0. 
Von der Lösung dieser Gleichung, insbesondere von ihrer stets vorhandenen positiven 
Wurzel, hängt die verlangte Bestimmung der grössten Abweichung ab. 

In dem von Hrn. Schwering behandelten Falle «a = 4r geht (4.) über in: 
(4)  3te'19—4tg’49+2tg?42+4tg4P—1 = 0. 


Diese Gleichung hat die beiden reellen Wurzeln: 


tg3ß, er 0,2332656, 48, = 13°7’49"' 24: (ß, fie 26°15'38",48). 
tg48, = —0,771152, 16, - --37°38'15",67. 


Zu ß, gehört AK = 0,5116294r; EB dieser Sehne entsprechende Centriwinkel ist 
29°38'39'',44, weicht also von 30° um 21'20",56 ab, und dies ist die grösste Abweichung 
zwischen $—= 4« und le. Aus Gleichung (3.) folgt # = 22°18'2'',41, während 4« = 221° 
ist. Angenähert liegt das Maximum der Abweichung bei f = z5:90° = 261". 

Als ein zweites Beispiel diene der grössere spitze Winkel « des Prüngmelichin 
Dreiecks mit den Seiten 3, 4, 5 (also cos@ = 0,8 etc.). Die Gleichung (4.) giebt: 

(#)  Itg?4#—Stg’4d—4tg’4d4+8tg48-1 = 0. 

Sie hat die beiden reellen Wurzeln tg4ß, = 0,1364620, tg4P, = —0,3900652. Mithin 
ist 43, =7'46'14'',55, AK=0,30: Ba Der zu AK gehörige Centriwinkel ist 17°27'57'',70, 
während 4« —= 17°42'36",12 beträgt; die maximale Abweichung ist folglich 14'535" ,42. 
Die Lösung der Gleichung (3°.) liefert $ = 13°14'32'',67 als genauen Werth, für den die 
Construetion richtig ist, während d« = 13"16'57',09. Endlich ist „ze = 15°27'16'',6 
und 8, = 15°32’29'',06. 

Die negative Wurzel der Gleichung (4.) gehört zu dem Winkel 2n—e. 
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